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VVEDENIE

Izoperimetriqeskie neravenstva po�vilisь v teorii vero�t-

nostei v naqale 70-h godov pri issledovanii globalьnyh svoistv

gaussovskih sluqainyh processov. Nar�du s problemoi ogra-

niqennosti i nepreryvnosti, odnim iz intrigu�wih voprosov,

sto�vxih v to vrem�, byl vopros o haraktere raspredeleni�

maksimuma gaussovskogo processa pri (жelatelьno) minimalь-

nyh predpoloжeni�h o korrel�cionnoi funkcii. V qastnosti,

moжno li garantirovatь koneqnostь зksponencialьnyh momen-

tov maksimuma ograniqennogo gaussovskogo processa? Ubyva�t

li hvosty raspredeleni� maksimuma ne medlennee gaussovskih?

Poloжitelьnyi otvet na poslednii vopros byl dan v 1970 g.

K. Fernikom [127] i H. Landau i L. Xeppom [168] (v to жe

vrem� A. V. Skorohod [35] dokazal koneqnostь зksponencialь-

nogo momenta). Landau i Xepp ispolьzovali izoperimetriqes-

koe svoistvo xarov na sfere (znamenita� teorema P. Levi), qto

bylo, po-vidimomu, odnim iz pervyh privnesenii geometriqes-

kih rassuжdenii takogo roda v teori� gaussovskih sluqainyh

processov. Sledu�wii iskl�qitelьno vaжnyi xag v зtom na-

pravlenii byl sdelan V. N. Sudakovym, B. S. Cirelьsonom

(1974 g., [40]) i K. Borellem (1975 g., [89]), dokazavximi na os-

nove teoremy P. Levi зkstremalьnoe svoistvo poluprostranstv

v izoperimetriqeskoi zadaqe dl� gaussovskoi mery. Imenno,

oboznaqim qerez γn (standartnu�) gaussovsku� meru v R
n s

plotnostь�

dγn(x)

dx
=

1

(2π)n/2
e−|x|2/2, x ∈ R

n

(gde |x| oboznaqaet evklidovu normu x). Dl� mnoжestva A ⊂ R
n

opredelim ego otkrytu� h-okrestnostь

Ah =
{

x ∈ R
n : ∃ a ∈ A, |a− x| < h

}

, h > 0.
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Izoperimetriqeskoe svoistvo poluprostranstv oznaqaet, qto v

klasse vseh izmerimyh mnoжestv A dannoi mery veliqina γn(Ah)

prinimaet naimenьxee znaqenie, kogda A – poluprostranstvo:

γn(A) = γn(T ) ⇒ γn(Ah) ≥ γn(T h), T − poluprostranstvo. (0.1)

Зto svoistvo moжno zapisatь i kak izoperimetriqeskoe neraven-

stvo

γn(Ah) ≥ Φ
(

Φ−1(γn(A)) + h
)

, h > 0, (0.2)

gde Φ(h) = γ1(−∞, h ] – funkci� raspredeleni� standartnoi nor-

malьnoi sluqainoi veliqiny, i Φ−1 – funkci�, obratna� k Φ

(ravenstvo v (0.1) dostigaets� na l�bom poluprostranstve). V

qastnosti, kogda γn(A) = 1/2,

γn(Ah) ≥ Φ(h) ≥ 1 − 1

2
e−h2/2, h > 0. (0.3)

Gaussovskoe izoperimetriqeskoe neravenstvo (0.2) naxlo mno-

goqislennye primeneni� kak v samoi teorii gaussovskih pro-

cessov, tak i za ee predelami (napr., v matematiqeskoi statis-

tike [46]). Osobenno popul�rnym stalo vyteka�wee iz (0.3) ne-

ravenstvo dl� vero�tnostei otklonenii proizvolьnoi funkcii g

na R
n s lipxicevoi konstantoi ‖g‖Lip ≤ 1 otnositelьno ee medi-

any m(g)

γn
{

|g −m(g)| ≥ h
}

≤ e−h2/2. (0.4)

Dopuska� volьnostь reqi, moжno skazatь, qto l�ba� lipxi-

ceva funkci� – poqti konstanta, ili – na �zyke mnoжestv –

qto ”poqti vse” (v smysle mery γn) toqki evklidova prost-

ranstva raspoloжeny v ”maloi” okrestnosti giperpoverhnosti

{g = const}. Sledu� tradicii, ustanovivxeis� vo mnogom bla-

godar� rabotam V. D. Milьmana, svoistvo takogo roda stali

nazyvatь fenomenom (svoistvom) koncentracii mery (”the con-

centration of measure phenomenon”, [190], [192], [216]).
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Bezuslovna� vaжnostь i potencialьna� зffektivnostь izope-

rimetriqeskih neravenstv i neravenstv dl� koncentracii mery

(v xirokom smysle) byli pon�ty i oceneny ne tolьko v ramkah

vero�tnostnyh zadaq. Koneqno, izoperimetriqeskie neraven-

stva kak takovye, rassmatrivaemye tolьko s toqki zreni� prob-

lemy зkstremalьnosti teh ili inyh mnoжestv i, glavnym obra-

zom, v terminah perimetra mnoжestv, uжe bolee sta let sostav-

l��t vaжnyi razdel geometrii, i ih sv�zь, naprimer, s zadaqa-

mi matematiqeskoi fiziki i teorii prostranstv Soboleva byla

izvestna zadolgo do 1970 gg. (sm. [12], [25], [204]). Odnako, s

toqki zreni� koncentracii mery, izoperimetriqeskie neraven-

stva stali issledovatьs� bolьxei qastь� v ramkah funkcio-

nalьnogo analiza i teorii vero�tnostei. V 1968 g. Milьman

[28] ispolьzoval izoperimetriqeskoe svoistvo xarov na sfere

dl� dokazatelьstva (i utoqneni�) vaжnoi teoremy asimptoti-

qeskoi teorii normirovannyh prostranstv – teoremy Dvorec-

kogo o poqti sferiqeskih seqeni�h vypuklyh simmetriqnyh tel

(ranee Milьman primen�l зtu teoremu pri issledovanii spek-

tra ravnomerno-nepreryvnyh funkcii, zadannyh na ediniqnoi

sfere beskoneqnomernogo banahova prostranstva, [26], [27], sm.

takжe [191]). Podobno gaussovskomu sluqa�, зkstremalьnoe svoi-

stvo xarov v izoperimetriqeskoi zadaqe na ediniqnoi sfere

Sn−1 ⊂ R
n, to estь, svoistvo

σn−1(A) = σn−1(B) ⇒ σn−1(Ah) ≥ σn−1(Bh) h > 0, (0.5)

(gde A – proizvolьnoe izmerimoe podmnoжestvo Sn−1, B – xar

na Sn−1 i σn−1 – ravnomernoe, t.e., invariantnoe otnositelьno

vrawenii raspredelenie na Sn−1) vleqet neravenstva dl� kon-

centracii ([28], [192])

σn−1(Ah) ≥ 1 −
√

π

8
e−nh2/2

(

σn−1(A) =
1

2

)

, (0.6)
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σn−1

{

|g −m(g)| ≥ h
}

≤
√

π

2
e−nh2/2 ( ‖g‖Lip ≤ 1) (0.7)

(h-okrestnostь i lipxicevostь sleduet ponimatь v smysle ge-

odeziqeskogo rassto�ni�). Imenno v takom vide, proliva�wem

svet na rolь razmernosti i harakter zavisimosti ot parametra

h, neravenstva (0.6)–(0.7) vyraжa�t fenomen koncentracii na

sfere. v to vrem� kak зkstremalьnostь xarov bolьxe ukazyvaet

na geometriqeskoe svoistvo.

Pohoжie po forme neravenstva dl� koncentracii vypoln��t-

s� i na diskretnom kube {0, 1}n, imenno,

P (Ah) ≥ 1 − e−2h2/n
(

P (A) =
1

2

)

, (0.8)

P
{

|g −m(g)| ≥ h
}

≤ 2e−2h2/n ( ‖g‖Lip ≤ 1), (0.9)

gde P – ravnomernoe (bernullievskoe) raspredelenie na {0, 1}n,
no h-okrestnostь Ah = {x : ρ(A, x) ≤ h} (h ≥ 1 celoe) i uslovie

lipxicevosti uжe ponima�ts� v smysle rassto�ni� Hamminga

ρ(x, y) = card{i ≤ n : xi 6= yi}, x, y ∈ {0, 1}n.

(0.8)–(0.9) sutь sledstvi� teoremy L. Harpera [147], naxedxe-

go ewe v 1966 g. rexenie sootvetstvu�wei izoperimetriqeskoi

zadaqi na {0, 1}n (i zdesь xary oblada�t зkstremalьnym svoi-

stvom).

Зti tri izoperimetriqeskie teoremy, a takжe sv�zannye s

nimi neravenstva dl� koncentracii, stali kak by kraeugolьnym

kamnem dl� dalьneixih intensivnyh issledovanii svoistva kon-

centracii mery v samom xirokom smysle. Nar�du s vyqlene-

niem klassov prostranstv s meroi, udovletvor��wih tem ili

inym neravenstvam dl� koncentracii (problema obwnosti), vot

uжe bolee 20 let idut poiski metodov, pozvol��wih glubжe

pon�tь svoistvo koncentracii na sfere, v gaussovskom prostran-

stve i na diskretnom kube. Po-vidimomu, dokazatelьstvo P. Le-

vi, otnos�wees� ewe k 1919 g. ([176], [177]) dolgo ostavalosь
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ne pon�tym. S drugoi storony, dokazatelьstvo З. Xmidta

(1948 g., [206]) bylo uжe soverxenno strogim, odnako, oqenь

dlinnym i sloжnym. V 1980 g. M. Gromovym [135] bylo pred-

stavleno strogoe izloжenie idei Levi s obobweniem ego teo-

remy na xirokii klass rimanovyh mnogoobrazii. Ranee novoe,

bolee prostoe dokazatelьstvo зtoi teoremy, s ispolьzovaniem

indukcionnogo зlementa, bylo naideno T. Figelem, Ж. Linden-

xtrausom i V. D. Milьmanom (1977 g., [130]). Pozdnee Milьman

i Xehtman [192] privod�t rassuжdenie, pozvol��wee poluqitь

neravenstvo dl� koncentracii na sfere, podobnoe (0.6), na os-

nove gaussovskogo neravenstva tipa (0.4).

V 1976 g. I. A. Ibragimov, V. N. Sudakov i B. S. Cirelьson

[117] predlaga�t qisto vero�tnostnyi podhod k ”gaussovskoi”

koncentracii, osnovannyi na primenenii formuly Ito k opre-

delennym funkcionalam ot brounovskogo dviжeni�. V qastnos-

ti, imi poluqeno novoe, hot� i blizkoe k (0.4), neravenstvo dl�

otklonenii lipxicevyh funkcii g na R
n otnositelьno srednego

znaqeni� Eg (v smysle mery γn)

γn
{

g − Eg ≥ h
}

≤ 2(1 − Φ(h)), h ≥ 0. (0.10)

Зta statь� (takжe, kak i [40]), po-vidimomu, dolgo ostavalasь

nezameqennoi mnogimi issledovatel�mi. Po-krainei mere, qe-

rez 10 let metod [117] byl pereotkryt B. Morз i Ж. Pizьe

[202], dokazavximi neravenstvo

Eet (g−Eg) ≤ et
2/2, t ∈ R, (0.11)

i vyteka�wu� iz nego (nemnogo bolee slabu� po sravneni� s

(0.10)) ocenku

γn
{

g − Eg ≥ h
}

≤ e−h2/2, h ≥ 0.

V 1985 g. Cirelьson issleduet svoistvo gaussovskoi koncen-

tracii s toqki zreni� smexannyh obъemov [46, II], ispolьzu�
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poluqennye S. Xeve [116] beskoneqnomernye analogi klassiqes-

kih neravenstv Aleksandrova–Fenhel�. V qastnosti, v klasse

vypuklyh funkcii g, im dokazan usilennyi variant (0.11),

E exp { inf
y
g(y) − 1

2
|x− y|2} ≤ exp {Eg}. (0.12)

Зto neravenstvo moжno zapisatь i v terminah (proizvolьnogo)

ograniqennogo gaussovskogo sluqainogo processa xt:

E exp { sup
t

(xt − σ2
t /2)} ≤ exp {E sup

t
xt}.

Drugoi podhod k (0.12) nedavno predloжen R. A. Vitale [228].

V deistvitelьnosti, зto neravenstvo spravedlivo dl� l�byh

izmerimyh funkcii g: uslovie vypuklosti sn�to v rabote S.

G. Bobkova i F. Getce [76], gde dano prostoe dokazatelьstvo,

ispolьzu�wee tolьko neravenstvo Brunna–Minkovskogo i pod-

hod Morз k neravenstvam dl� tak nazyvaemoi infimum-svert-

ki (krome togo, (0.12) okazyvaets� ravnosilьnym odnomu trans-

portnomu neravenstvu dl� gaussovskoi mery, poluqennomu ne-

davno M. Talagranom, sm. [222]).

V 1983 g. opublikovana vaжna� rabota A. Зrharda [126], gde

byla razvita tehnika simmetrizacii mnoжestv v gaussovskom

prostranstve (Rn, γn). Issledu� svoistva nekotoryh operacii

po ”uluqxeni�” mnoжestv (sohran��wih meru γn(A) i v to жe

vrem� ne uveliqiva�wih znaqenie γn(Ah)), Зrhard poluqil pr�-

moe dokazatelьstvo izoperimetriqeskoi teoremy (0.1) (to estь,

bez ispolьzovani� teoremy P. Levi). Im bylo dokazano i dru-

goe zameqatelьnoe neravenstvo tipa Brunna–Minkovskogo dl�

gaussovskoi mery (sm. takжe [9], [14], [21])

Φ−1
(

γn((1 − t)A+ tB)
)

≥ (1 − t)Φ−1
(

γn(A)
)

+ tΦ−1
(

γn(B)
)

, (0.13)

gde 0 ≤ t ≤ 1, i A i B – proizvolьnye nepustye vypuklye mno-

жestva v R
n. Kak zameqeno M. Ledu [176], esli vz�tь v kaqestve
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B xar podhod�wego radiusa s centrom v nule i ustremitь t→ 0,

to v predele (0.13) dast gaussovskoe izoperimetriqeskoe nera-

venstvo, odnako, tolьko dl� vypuklyh A. Nedavno R. Latala

[169] sn�l uslovie vypuklosti dl� odnogo iz mnoжestv i, takim

obrazom, (0.2) moжno rassmatrivatь kak sledstvie neravenstva

Зrharda (v to жe vrem�, do sih por neizvestno, spravedlivo li

(0.13) dl� proizvolьnyh izmerimyh A i B).

Odnako, po-vidimomu, i pr�moe dokazatelьstvo Зrharda gaus-

sovskogo izoperimetriqeskogo neravenstva ne umenьxilo жele-

nie naiti bolee korotkie puti k gaussovskoi koncentracii. V

1985 g. Pizьe [202] poluqil celoe semeistvo integro-differen-

cialьnyh neravenstv dl� gaussovskoi mery, a Morз naxel dl�

nih soverxenno зlementarnoe dokazatelьstvo (sm. [9], [179]). V

qastnosti, dl� l�boi vypukloi funkcii Ψ na R i l�boi sum-

miruemoi po mere γn gladkoi funkcii g na R
n s gradientom ∇g

EΨ(g − Eg) ≤
∫

Rn

∫

Rn

Ψ
( π

2
〈∇g(x), y〉

)

dγn(x) dγn(y). (0.14)

Зto neravenstvo – odin iz samyh зlementarnyh podhodov k ga-

ussovskoi koncentracii. Pri Ψ(x) = |x|, Ψ(x) = |x|2 i Ψ(x) = ex,

(0.14) prevrawaets� sootvetstvenno v neravenstva

E|g −Eg| ≤
√

π

2
E|∇g|, (0.15)

E|g −Eg|2 ≤ π2

4
E|∇g|2, (0.16)

Eeg−Eg ≤ Ee

π2

8
|∇g|2

. (0.17)

V qastnosti, esli estь uslovie ‖g‖Lip≤1, to |∇g|≤1, i neraven-

stvo (0.17) privodit nas k (0.11), pravda, s hudxei posto�nnoi

v зksponente. Neravenstvo (0.16) s optimalьnoi posto�nnoi,

E|g − Eg|2 ≤ E|∇g|2, (0.18)
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bylo izvestno davno, hot� mnogo raz i pereotkryvalosь; зto

– tak nazyvaemoe gaussovskoe neravenstvo tipa Puankare. V

1975 g., issledu� svoistvo gipersжati� operatora Ornxteina–

Ulenbeka, L. Gross [138] poluqil bolee silьnoe neravenstvo,

logarifmiqeskoe neravenstvo tipa Soboleva

Eg2 log g2 −Eg2 logEg2 ≤ 2E|∇g|2. (0.19)

Vopros o tom, kakim obrazom takie logarifmiqeskie neraven-

stva sv�zany s gaussovskoi koncentraciei, naqal intensivno is-

sledovatьs� lixь v poslednee vrem�, i my vernems� k зtomu vo-

prosu pozжe. Kak by to ni bylo, takoe obilie neravenstv, daжe

dl� gaussovskoi mery, estestvenno vyzyvaet vopros o tom, kakie

neravenstva luqxe, ili kakie neravenstva bliжe k gaussovsko-

mu izoperimetriqeskomu neravenstvu. Qto kasaets� neravenstv

(0.15)–(0.19), to kaжdoe iz nih moжet bytь poluqeno kak sled-

stvie izoperimetriqeskogo neravenstva dl� gaussovskoi mery.

Na зtih primerah pro�vl�ets� gluboka� sv�zь izoperimetriqes-

kih neravenstv i neravenstv dl� koncentracii s neravenstvami

tipa Soboleva, priqem gaussovostь igraet lixь podqinennu�

rolь. Qtoby pon�tь takie vzaimootnoxeni�, luqxe rassmot-

retь kak moжno bolee abstraktnu� situaci�, tem bolee, qto po

neravenstvam dl� koncentracii negaussovskih mer nakoplen do-

volьno bogatyi material.

Bolьxu� qastь issleduemyh izoperimetriqeskih zadaq moж-

no rassmatrivatь v ramkah sledu�wei abstraktnoi shemy. S

proizvolьnym metriqeskim prostranstvom (M,ρ), snabжennym

borelevskoi vero�tnostnoi meroi µ, sv�zana funkci�

Rh,µ(p) = inf
{

µ(Ah) : µ(A) ≥ p
}

, p ∈ (0, 1), h > 0. (0.20)

Infimum v (0.20) berets� po vsem borelevskim mnoжestvam A ⊂
M mery µ(A) ≥ p, i

Ah =
{

x ∈ R
n : ∃ a ∈ A, ρ(a, x) < h

}
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– otkryta� h-okrestnostь A v metrike ρ. Rexitь izoperimetri-

qesku� zadaqu dl� (M,ρ, µ) – znaqit naiti зtu funkci� Rµ, �vno

ili ne�vno, naprimer, ukazav зkstremalьnye A. Зkvivalentno:

dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0

sup
g
µ
{

g −mp(g) ≥ h
}

= sup
g
µ
{

g −mp(g) ≤ −h
}

= 1 −Rh,µ(p),

gde mp(g) – kvantilь por�dka p funkcii g kak sluqainoi veli-

qiny po otnoxeni� k mere µ, i supremum berets� v klasse vseh

funkcii g na M s lipxicevoi konstantoi

‖g‖Lip = sup
x6=y

|g(x)− g(y)|
ρ(x, y)

≤ 1.

Takim obrazom, izoperimetriqesku� zadaqu v (M,ρ, µ) s geomet-

riqeskoi formulirovkoi (0.20) moжno predstavitь i kak tipiq-

no vero�tnostnu� zadaqu o vero�tnost�h bolьxih uklonenii.

Drugoi sposob opredeleni� izoperimetriqeskoi zadaqi v M

sv�zan s pon�tiem perimetra. Veliqina

µ+(A) = lim inf
h→0+

µ(Ah)− µ(A)

h

nazyvaets� µ-perimetrom mnoжestva A ⊂ M (toqnee, vnexnim

µ-perimetrom po Minkovskomu, sm. [198]), a funkci�

Iµ(p) = inf
µ(A)=p

µ+(A), 0 < p < 1, (0.21)

gde infimum berets� po vsem izmerimym A mery µ(A) = p, – izo-

perimetriqeskoi funkciei mery µ. Esli µ ne imeet atomov, to

зta funkci� sv�zana s Rh,µ prostym sootnoxeniem

Iµ(p) = lim inf
h→0+

Rh,µ(p)− p

h
. (0.22)

Naprimer, dl� gaussovskoi mery, v silu (0.1), my imeem Iγn
(p) =

ϕ
(

Φ−1(p)
)

, gde ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2 – plotnostь γ1. Analogiqno,

ustreml�� v (0.5) h→ 0, my poluqim

σn−1(A) = σn−1(B) ⇒ σ+
n−1(A) ≥ σ+

n−1(B), (0.23)
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i znaqit Iσn
(p) = σ+

n−1(B), gde B – (l�boi) xar na Sn−1 σn−1-me-

ry p. Зti opredeleni�, koneqno, ime�t smysl i dl� nevero�t-

nostnyh mer. Tak, klassiqeskoe izoperimetriqskoe neravenstvo

v R
n ([12], [22], [142])

Voln(Ah) ≥ Voln(Bh),

gde B – xar v R
n obъema Voln(A) = Voln(B), moжno zapisatь kak

utverжdenie ob izoperimetriqeskoi funkcii mery Lebega Voln:

IVoln(p) = nω
1/n
n p(n−1)/n (ωn – obъem ediniqnogo xara).

Takim obrazom, my imeem dve izoperimetriqeskie zadaqi,

sv�zannye s metriqeskim vero�tnostnym prostranstvom: odna

– o minimizacii perimetra (budem ee v dalьneixem nazyvatь

izoperimetriqeskoi zadaqei v differencialьnoi forme), i dru-

ga�, formalьno bolee sloжna� vvidu (0.22), – o minimizacii

veliqiny µ(Ah) (budem ee nazyvatь izoperimetriqeskoi zadaqei

v integralьnoi forme). V ”kanoniqeskih” situaci�h, naprimer,

kogda µ – mera Lebega v R
n, na sfere ili gaussovska� mera, dve

зti zadaqi зkvivalentny, i poзtomu govor�t prosto ob izoperi-

metriqeskoi zadaqe. Odnako, dl� mnogih drugih prostranstv

funkci� Rh,µ nelьz� vosstanovitь po funkcii Iµ, i sleduet utoq-

n�tь o kakogo roda zadaqe ili neravenstve idet reqь. Sootvet-

stvennno, sleduet razliqatь neravenstva izoperimetriqeskogo

tipa

µ(Ah) ≥ Rh(µ(A)), (0.24)

µ+(A) ≥ I(µ(A)). (0.25)

Razliqie meжdu (0.24) i (0.25) pro�vl�ets� v bolьxei stepeni,

kogda takie neravenstva issledu�ts� ne dl� optimalьnyh fun-

kcii Rh,µ i Iµ. Naprimer, iz neravenstv tipa Soboleva vida

(0.16)–(0.19) i dl� mnogih drugih rodstvennyh neravenstv, so-

derжawih L2-normu gradienta (esli ih rassmatrivatь, skaжem,
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po otnoxeni� k mere µ v R
n), moжno izvleqь neravenstva dl�

koncentracii (0.24). Odnako, takie neravenstva ne soderжat v

sebe informaci� o perimetre mnoжestv, i iz nih nelьz� izvleqь

neravenstvo vida (0.25). S drugoi storony, neravenstva tipa

Soboleva, soderжawie L1-normu gradienta, vlekut neravenstva

kak (0.24), tak i (0.25). Naprimer, esli ishoditь iz (0.15) i

primenitь ego k gladkim lipxicevym funkci�m, approksimiru-

�wim potoqeqno indikatornu� funkci� mnoжestva A ⊂ R
n, to

my poluqim v predele ocenku

γ+n (A) ≥ 2

√

2

π
γn(A)(1 − γn(A)). (0.26)

Pri γn(A) = 1/2 зto neravenstvo optimalьno – estь ravenstvo,

kogda A – poluprostranstvo (i, znaqit, posto�nna�
π

2
v (0.14) ne

moжet bytь uluqxena). Odnako, (0.26) slabee, qem gaussovskoe

izoperimetriqeskoe neravenstvo, zapisannoe v differencialь-

noi forme, γ+n (A) ≥ Iγn
(γn(A)) pri γn(A) 6= 1/2.

Esli izoperimeriqeskie neravenstva vida (0.25) igra�t bo-

lee vaжnoe znaqenie dl� teorii prostranstv Soboleva, to ne-

ravenstva vida (0.24) nos�t bolee prikladnoi harakter s toqki

zreni� koncentracii mery (pri зtom, oni osta�ts� osmyslen-

nymi dl� diskretnyh prostranstv, dl� kotoryh izoperimetri-

qeska� funkci� Iµ vsegda ravna nul�). Osobenno vaжnoi v зtom

kontekste �vl�ets� zadaqa ob ocenivanii sverhu tak nazyvaemoi

funkcii koncentracii α(h) = 1 − Rh,µ(1/2). Pervye rezulьtaty

v зtom napravlenii byli poluqeny Milьmanom v [29] i [30],

issledovavxim na osnove teoremy Levi povedenie funkcii α

dl� mnogoobrazii Xtifel� i Grassmana. Bolee xirokie klassy

metriqeskih prostranstv rassmotreny v knige Milьmana i Xe-

htmana [1986 g., 192], gde byli podvedeny itogi mnogoletnei de-

�telьnosti po issledovani� svoistva koncentracii. Dl� (kom-

paktnyh, sv�znyh) rimanovyh mnogoobrazii M razmernosti n ≥
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2 s rimanovoi metrikoi ρ i normalizovannoi meroi Lebega µ

na M byli vydeleny dve harakteristiki, v terminah kotoryh

moжno kontrolirovatь povedenie funkcii α. Perva� iz nih –

tak nazyvaema� krivizna Riqi R(M) (sm. [136]). Pustь A ⊂
M izmerimo, i B – xar na sfere Sn(r) takogo radiusa r, qto

R(M) = R(Sn(r)) (to estь,
n− 1

r2
= R(M)). Esli µ(A) = σn(B) (σn

– normalizovanna� mera Lebega na Sn(r)), to dl� vseh h > 0

µ(Ah) ≥ σn(Bh) (0.27)

(h – okrestnosti rassmatriva�ts� sootvetstvenno po otnoxeni�

k metrikam na M i Sn(r)). Зkvivalentno, v terminah izoperi-

metriqeskih funkcii spravedlivo neravenstvo Iµ(p) ≥ Iσn
(p) dl�

vseh p ∈ (0, 1). Зta teorema, poluqenna� M. Gromovym v 1980 g.

([135], [136]), primenima i k samoi sfere Sn(r), i togda my pri-

hodim k teoreme P. Levi. Kak sledstvie, kak i na sfere, ime�t

mesto gaussovskie ocenki dl� funkcii koncentracii tipa (0.6).

Drugoe vaжnoe otkrytie, sdelannoe Gromovym i Milьmanom

v [137], sosto�lo v tom, qto funkci� koncentracii moжno kon-

trolirovatь v terminah pervogo netrivialьnogo sobstvennogo

qisla λ1 operatora Laplasa −∆ na M . Зto qislo moжet bytь

opredeleno kak optimalьna� posto�nna� v neravenstve tipa Pu-

ankare

λ1 Var(g) ≤ E|∇g|2
(

=
〈

−∆g, g
〉)

. (0.28)

(g – proizvolьna� gladka� funkci� na M , i matematiqeskoe oжi-

danie i dispersi� ponima�ts� v smysle mery µ). Kak dokazano

v [137], dl� vseh p ∈ (0, 1) i h ≥ 0 spravedlivo neravenstvo

1 −Rh,µ(p) ≤ (1 − p2) exp{−h
√

λ1 log(1 + p)}, (0.29)

i, kak sledstvie, funkci� α imeet зksponencialьnoe ubyvanie.

Na samom dele, opredelenie (0.28) (v otliqie ot pon�ti� kri-

vizny i sv�zannogo s nei neravenstva (0.27)) vyvodit nas daleko
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za ramki rimanovoi geometrii. V qastnosti, neravenstvo (0.29)

sohran�et silu dl� proizvolьnyh vero�tnostnyh metriqeskih

prostranstv (M,ρ, µ), esli, koneqno, opredel�tь modulь gradi-

enta |∇g| podhod�wim obrazom. Takim opredeleniem sluжit

sootnoxenie

|∇g(x)| = lim sup
ρ(x,y)→0+

|g(x)− g(y)|
ρ(x, y)

, x ∈M. (0.30)

Naprimer, esli ishoditь iz gaussovskogo neravenstva tipa Pu-

ankare (0.18), to my poluqim oslablennyi variant svoistva kon-

centracii dl� γn. Drugoi vaжnyi primer – prodakt-mera µ = νn

na M = R
n (s evklidovoi metrikoi ρ), postroenna� po dvusto-

ronnemu pokazatelьnomu raspredeleni� ν na R s plotnostь�
dν(x)

dx
=

1

2
e−|x|. Tot fakt, qto ν udovletvor�et neravenstvu Pu-

ankare, priqem s λ1 =
1

4
, byl vpervye otmeqen, po-vidimomu, A.

A. Borovkovym i S. A. Utevym [10] (i pozdnee Klaassenom [159]).

Poskolьku λ1(νn)=λ1(ν), v silu teoremy Gromova–Milьmana,

α(h) = 1 −Rh,µ(1/2) ≤ 3

4
e−ch, c = log(3/2)/2, (0.31)

to estь, svoistvo koncentracii dl� νn. Borovkov i Utev izuqali

v [10] vero�tnostnye mery na pr�moi, udovletvor��wie nera-

venstvu tipa Puankare, vne sv�zi so svoistvom koncentracii, no

imi takжe bylo poluqeno neravenstvo, oqenь blizkoe k (0.29).

Kak bylo otmeqeno ewe v 1976 g. Cirelьsonom, Ibragimovym

i Sudakovym [117], moжno takжe poluqatь izoperimetriqeskie

neravenstva dl� prodakt-mer µn na R
n, transformiru� meru

γn v µn s pomowь� otobraжeni� Tn(x) = (T (x1), · · · , T (xn)), gde

T : R → R – neubyva�wa� funkci�, ime�wa� raspredelenie µ

otnositelьno γ1. Esli ‖T‖Lip ≤ c, to iz neravenstva (0.2) srazu

poluqaem

Rh,µn(p) ≥ Φ
(

Φ−1(p) + h/c
)

; α(h) ≤ 1

2
e−h2/2c2 (h > 0).
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Takie, ne zavis�wie ot razmernosti, neravenstva vypoln��ts�,

v qastnosti, dl� ravnomernogo raspredeleni� na kube [0, 1]n s

c =
1√
2π

. Odnako, otobraжenie T , perevod�wee γ1 v ν ne �vl�et-

s� lipxicevym, i poзtomu izvleqь kaku�-libo informaci� o

koncentracii νn na osnove neravenstva (0.2) nelьz�, no na os-

nove neravenstva Puankare – moжno. Nelьz�, kak bylo otmeqeno

v [117], poluqitь na osnove (0.2) i neravenstvo dl� koncentracii

na diskretnom kube {0, 1}n: i zdesь funkci� T ne budet lip-

xicevoi. Pozdnee my obsudim razliqnye podhody k svoistvu

koncentracii na osnove neravenstv tipa Puankare, no seiqas

lixь otmetim, qto neravenstvo (0.29) sohran�ets� i dl� mnogih

diskretnyh prostranstv (sm. [57]).

Izoperimetriqeskie zadaqi i svoistvo koncentracii dl� ras-

predelenii na diskretnyh prostranstvah uжe sami po sebe so-

stavl��t bolьxoe napravlenie na styke mnogih disciplin. S�-

da moжno otnesti i r�d drugih зkstremalьnyh zadaq: zadaqu o

minimalьnom qisle graniqnyh reber podmnoжestva koneqnogo

grafa pri fiksirovannom obъeme (”edge-isoperimetric problems”),

o mnoжestvah s minimalьnym diametrom i o mnoжestvah, ime-

�wih minimalьnyi diametr v srednem (izodiametralьnye za-

daqi), zadaqi o minimizacii razliqnyh poverhnostnyh mer, o

nekotoryh drugih funkcionalah, zadannyh na semeistvah pod-

mnoжestv diskretnogo kuba (sv�zannyh, naprimer, s pon�tiem

”influences”) i t.d. Nekotorye iz зtih zadaq issledovalisь ewe v

naqale 1960-h gg., odnako, glavnym obrazom s toqki zreni� зkst-

remalьnosti teh ili inyh mnoжestv i, v qastnosti, nahodilasь

vne sfery interesov rolь razmernosti. Poslednee otnosits� i

k klassiqeskoi izoperimetriqeskoi zadaqe na diskretnom kube.

Kak zadaqa o koncentracii mery diskretnye izoperimetri-

qeskie neravenstva stali izuqatьs� lixь s serediny 1970 gg.

(snaqala v ramkah teorii kodirovani�, gde svoistvo koncen-
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tracii po�vilosь pod imenem ”blowing-up property”). Ispolьzu�

indukci� po razmernosti, v 1976 g. Alьsvede, Gaks i Kerner [51]

dokazyva�t neravenstva dl� koncentracii proizvolьnyh pro-

dakt-mer P = µn na diskretnom kube {0, 1}n tipa (0.8) (i, bo-

lee obwo, na prostranstvah Mn s koneqnym mnoжestvom M),

operiru� pri зtom gaussovskoi izoperimetriqeskoi funkciei.

V qastnosti, imi dokazano neravenstvo

P (Ah) ≥ Φ
(

Φ−1(P (A)) +
(h− 1)a√

n

)

, h ≥ 1 celoe, (0.32)

gde A ⊂ {0, 1}n, a =
w

3
√

log(1/w)
, w = min(µ({0}), µ({1}), i Ah – h-

okrestnostь v smysle rassto�ni� Hamminga. Tot fakt, qto takie

neravenstva dl� koncentracii dolжny bytь ”bezrazliqny” po

otnoxeni� k mere µ na {0, 1} (v predpoloжenii P (A)≥ 1

2
posto-

�nna� a v (0.32) moжet bytь vybrana absol�tnoi) stal oqevid-

nym navernoe nemnogo pozжe, kogda stal primen�tьs� metod mar-

tingalьnyh raznostei. Martingalьnyi podhod, ispolьzuemyi

i ranьxe pri izuqenii summ nezavisimyh vektorov (vpervye,

po-vidimomu, V. V. �rinskim [47] i K. Azumoi, soglasno [192]

i [219]), byl adaptirovan k zadaqam o koncentracii v rabote

Morз [187] (im bylo poluqeno neravenstvo dl� koncentracii na

simmetriqeskoi gruppe, sm. takжe [209], [192]). Pri takom pod-

hode moжno poluqitь dovolьno abstraktnu� versi� neravenstva

(0.8) dl� prodakt-mer P = µ1 × · · · × µn na M = {0, 1}n (i daжe

na proizvolьnyh dekartovyh proizvedeni�h M = M1 × · · · ×Mn)

po otnoxeni� k ”vzvexennomu” rassto�ni� Hamminga

ρα(x, y) =

n
∑

i=1

αi 1{xi 6=yi}, x, y ∈M, αi > 0,

n
∑

i=1

α2
i = 1.

Imenno, v takoi metrike dl� h-okrestnosti Ah
ρα

l�bogo mnoжest-

va A ⊂M mery P (A)≥ 1

2
spravedlivo neravenstvo [192]

1 − P (Ah
ρα

) ≤ c1 e
−h2/c2 , h ≥ 0, (0.33)
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s absol�tnymi posto�nnymi c1 = 2, c2 = 16. Suwestvuet i

drugoi podhod k (0.33), predloжennyi v 1986 g. K. Marton [185].

On osnovan na t.n. ”transportnyh” neravenstvah i pozvol�et

poluqatь bolee toqnye konstanty (sm. takжe [186], [222], [76]).

V neravenstve (0.33) razmernostь n uжe kak by spr�tana, odna-

ko, na samom dele, ewe ne vidno nikakoi sv�zi s gaussovskoi kon-

centraciei. Deistvitelьno, esli rassmatrivatь izoperimetri-

qesku� zadaqu dl� ravnomernogo raspredeleni� P na {0, 1}n po

otnoxeni� k evklidovomu rassto�ni� v R
n (t.e., dl� h-okrest-

nostei Ah = A + hB2 mnoжestv A ⊂ R
n), to dl� vseh p ∈ (0, 1) i

h > 0 my imeem oqevidnoe sootnoxenie (otmeqennoe ewe v [117])

inf
P (A)≥p

P (Ah) → p pri n→ ∞,

i v зtom smysle net nikakoi ”ne zavis�wei” ot razmernosti kon-

centracii. Odnako, esli rassmatrivatь izoperimetriqesku�

zadaqu ne v klasse vseh A, a tolьko dl� vypuklyh A, to kak i v

gaussovskom sluqae, my imeem delo s ”nasto�wei” koncentraci-

ei:

1 − P (Ah) ≤ 1

P (A)
e−h2/2, A ⊂ R

n − vypuklo. (0.34)

Зto vaжnoe otkrytie bylo sdelano v 1988 g. M. Talagranom

v rabote [213], naqavxei seri� glubokih rabot зtogo avtora

po issledovani� svoistva koncentracii prodakt-mer. Neraven-

stvo (0.34) okazyvaets� spravedlivym dl� l�byh prodakt-mer

na kube [0, 1]n, i pozdnee Talagran [215], [219] poluqaet зto ut-

verжdenie kak sledstvie usilennogo varianta (0.33) dl� pro-

dakt-mer na abstraktnyh dekartovyh proizvedeni�h

1 − P

(

⋂

α

Ah
ρα

)

≤ c1 e
−h2/c2 , h ≥ 0, (0.35)

(tak qto formalьno ni o kakoi vypuklosti reqi ne idet) i na-

hodit dalьneixie usileni� зtogo svoistva v [221]. Osnovnym
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motivom stanovits� uжe ne stolьko svoistvo koncentracii samo

po sebe, skolьko жelanie pon�tь prirodu mnoжestv A mery 1/2.

V зtom abstraktnom motive suwestvuet mnogo konkretnyh prob-

lem. Svoistvo koncentracii v prodakt-prostranstvah (M,ρα, P )

pozvol�et kontrolirovatь (pribliжatь po qislu sovpada�wih

koordinat) ”poqti” vse toqki x ∈ M kakoi-to odnoi toqkoi a

v A. My poluqim blizku� k izoperimetriqeskoi zadaqu, esli

budem kontrolirovatь toqki x ∈ M koneqnymi podmnoжestva-

mi A mownosti q ≥ 2. Sootvetstvu�wee neravenstvo izoperi-

metriqeskogo tipa bylo poluqeno Talagranom v [214]. Vmeste

s (0.34) ono sostavl�et tot bazis, na osnove kotorogo moжno

daleko prodvinutь mnogie klassiqeskie problemy t.n. ”vero�t-

nosti v banahovyh prostranstvah”, takie kak mnogomernyi zakon

povtornogo logarifm, raspredelenie normy summ nezavisimyh

vektorov (sm. [214], [179], [176]).

Takжe problemu koncentracii prodakt-mer P = µn v evklido-

vom prostranstve R
n Talagran sklonen rassmatrivatь ne s toq-

ki zreni� ocenivani� skorosti ubyvani� funkcii koncentracii

α. Po Talagranu, bolee vaжnoi �vl�ets� zadaqa o nahoжdenii

vmesto obyqnyh evklidovyh h-okrestnostei mnoжestv Ah v neko-

torom smysle minimalьnyh okrestnostei Uh(A) (toqnee, o na-

hoжdenii operacii, opisyva�wei takie okrestnosti), dl� koto-

ryh vypoln�ets� svoistvo: dl� vseh A ⊂ R
n, a ∈ R, h ≥ 0

P (A) = µ((−∞, a]) ⇒ P (Uh(A)) ≥ µ((−∞, a+ h]), (0.36)

ili nemnogo v bolee oslablennoi forme, kak svoistvo koncen-

tracii

P (A) ≥ 1

2
⇒ 1 − P (Uh(A)) ≤ α0(h), (0.37)

naprimer, s funkciei vida α0(h) = c e−h/c. V sluqae P = γn,

Uh(A) = Ah, (0.36) estь v toqnosti izoperimetriqeska� teorema

(0.1). Ewe odno otkrytie, sdelannoe Talagranom v [216], sostoit
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v tom, qto svoistvu (0.36) udovletvor�et prodakt mera P = νn,

postroenna� po dvustoronnemu pokazatelьnomu raspredeleni� ν

na R, priqem dl� okrestnostei vida

Uh(A) = A+ c1hB1 + c2
√
hB2,

gde c1, c2 – absol�tnye posto�nnye, a B1 i B2 – ediniqnye xary

v R
n v smysle metriki ℓ1 i ℓ2 sootvetstvenno. V qastnosti, vy-

poln�ets� svoistvo (0.37) s ukazannoi funkciei α0 – t.n. tala-

granovskoe svoistvo koncentracii dl� νn. Neoжidannoe sled-

stvie зtoi teoremy Talagrana (i, vozmoжno, osnovnoi motiv)

sostoit v tom, qto, transformiru� νn v γn s pomowь� otobra-

жeni� vida Tn(x) = (T (x1), · · · , T (xn)), my pridem k gaussovskoi

koncentracii, to estь, k neravenstvu vida 1 − γn(Ah) ≤ c1e
−h2/c2

(

γn(A) ≥ 1

2

)

. Moжno takim жe obrazom transformirovatь νn i v

drugie, naprimer, logarifmiqeski vognutye prodakt-mery µn,

pri зtom budut spravedlivy neravenstva, analogiqnye (0.37)

(xirokii klass neravenstv takogo vida poluqen v [219] v ramkah

t.n. ”penalties”). V 1991 g. Morз [188] neskolьko usoverxenstvo-

val podhod Talagrana, vved� v kaqestve funkcionalьnoi formy

dl� (0.37) зksponencialьnye neravenstva

∫

Rn

eSwg(x) dµn(x)

∫

Rn

e−g(x) dµn(x) ≤ 1,

gde g – proizvolьna� izmerima� funkci� na R
n i

Swg(x) = inf
y

[

g(y) −
n
∑

i=1

w(xi − yi)

]

– infimum-svertka g s funkciei
∑n

i=1 w(xi). Takie neravenstva

legko rasprostran��ts� s n = 1 na mnogomernye prostranstva,

i v sluqae µ = ν k (0.37) privodit neravenstvo Morз s funkciei

w(x) = c min(|x|, |x|2) pri podhod�wem c > 0.
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Zametim, qto svoistvo (0.37) dl� mery νn – suwestvenno bolee

silьnoe po sravneni� s neravenstvom (0.31), vyteka�wego iz

neravenstva tipa Puankare. Tem ne menee, kak bylo nedavno po-

kazano v rabote Bobkova i Ledu [83], neravenstva tipa Puankare

dovolьno silьny i na samom dele vlekut svoistvo koncentra-

cii (0.37) dl� prodakt-mer daжe na proizvolьnyh metriqeskih

prostranstvah. Drugoi (”informacionnyi”) podhod k neraven-

stvam Talagrana predloжen A. Dembo i O. Zeituni [123], [124].

Itak, k gaussovskoi koncentracii vedut po-krainei mere dva

podhoda, osnovannye na izuqenii negaussovskih prodakt-mer: ne-

ravenstvo (0.37) dl� νn i neravenstvo na diskretnom kube (0.34),

kotoroe v rezulьtate primeneni� centralьnoi predelьnoi teo-

remy prevrawaets� v neravenstvo

1 − γn(Ah) ≤ 1

γn(A)
e−h2/8,

pravda, tolьko dl� vypuklyh A ⊂ R
n. V oboih sluqa�h nelьz�

ocenitь ”gaussovskii” perimetr mnoжestv i poluqitь, napri-

mer, izoperimetriqeskoe neravenstvo v differencialьnoi for-

me

γ+n (A) ≥ c ϕ(Φ−1(γn(A)), (0.38)

pustь daжe s toqnostь� do nekotoroi posto�nnoi c ∈ (0, 1). Зto

bylo by, koneqno, bolee silьnoe utverжdenie, qem prosto gaus-

sovska� koncentraci�, tak kak (0.38) зkvivalentno neravenstvu

v integralьnoi forme

γn(Ah) ≥ Φ
(

Φ−1(γn(A)) + ch
)

, h > 0.

Takoe bolee delikatnoe svoistvo bylo dokazano M. Ledu, raz-

vivxim tehniku polugrupp dl� operatorov Ornxteina–Ulenbe-

ka [176] (ewe ranee Ledu primen�l зtu tehniku dl� poluqeni�
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neravenstv dl� koncentracii [173], [174]). Krome togo, kak oka-

zalosь, moжno vyvesti neravenstvo (0.38) i na osnove podhod�-

wih izoperimetriqeskih neravenstv na diskretnom kube, usta-

novlennyh Talagranom v [217] (sm. takжe [220]).

Zametim, qto na diskretnyh, naprimer, koneqnyh prostranst-

vah (M,ρ, µ) (v otliqie ot ”nepreryvnyh”) bessmyslenno opre-

del�tь perimetr µ+(A) i izoperimetriqesku� funkci� Iµ s po-

mowь� (0.21). Tem ne menee, (diskretna�) granica mnoжestva

A ⊂M – pon�tie vpolne osmyslennoe. Tak, v sluqae diskretnogo

kuba M = {0, 1}n s rassto�niem Hamminga ρ granicei A ⊂ M

sluжit mnoжestvo ∂A = A1 \ (M \A)1 toqek, leжawih na graniq-

nom rebre (gde A1 oznaqaet h-okrestnostь v smysle ρ pri h = 1).

Kaжda� toqka x ∈ M imeet n ”sosedei” {si(x)}1≤i≤n, opredel�-

emyh ravenstvami (si(x))j = xj pri j 6= i, i (si(x))i = 1 − xi.

Mnoжestva

∂+A = {x ∈ A : ∃ i si(x) /∈ A}, ∂−A = {x /∈ A : ∃ i si(x) ∈ A}

sosto�t iz graniqnyh toqek A ⊂ M sootvetstvenno s ”vnutren-

nei” i ”vnexnei” storony, tak qto ∂A = ∂+A ∪ ∂−A. Togda teo-

remu Harpera moжno зkvivalentno zapisatь kak neravenstvo

P (∂+A) ≥ P (∂+B),

gde P – ravnomernoe raspredelenie naM , i B – xar (Hamminga)

takogo жe ”obъema”, qto i A. Veliqina P (∂+A) moжet sluжitь

svoego roda perimetrom A, no зta harakteristika okazyvaets�

dovolьno gruboi (toqnee, nedostatoqno tonkoi dl� priloжenii).

Bolьxe informacii neset v sebe funkci�

hA(x) = card{i ≤ n : (x ∈ A, si(x) /∈ A) ili (x /∈ A, si(x) ∈ A)}

– qislo graniqnyh reber, u kotoryh x sluжit odnoi iz verxin.

Funkci� hA1A byla vvedena G. A. Margulisom, dokazavxim v
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1974 g. po suwestvu neravenstvo izoperimetriqeskogo tipa [23]

P (∂+A)

∫

A

hA dP ≥ c(P (A)), (0.39)

gde c – poloжitelьna� funkci� na (0,1), na zavis�wa� ot razmer-

nosti n. Margulis ustanovil (0.39) daжe v bolee obwei situ-

acii, kogda P = µn
p – prodakt-mera na {0, 1}n s marginalьnym

raspredeleniem µp, pripisyva�wem massu p ∈ (0, 1) toqke 1 i

q = 1 − p – toqke 0, i sootvetstvenno prava� qastь c = c(p, P (A))

takжe zavisit ot p. Takoe utverжdenie bylo osnovnym xagom

pri dokazatelьstve obnaruжennogo im svoistva v ramkah teorii

grafov, nyne nazyvaemom ”threshold phenomenon”: dl� monoton-

nyh mnoжestv A ⊂ {0, 1}n funkci� p→ µn
p (A), nepreryvno vozras-

ta� vmeste s p ot 0 do 1, delaet v nekotoroi toqke p0 rezkii

skaqok (to estь, �vl�ets� ”poqti” indikatornoi funkciei in-

tervala (p0, 1)). Talagran issledoval v [217] koliqestvennu�

storonu takogo svoistva, priqem na osnove bolee silьnogo nera-

venstva po sravneni� s (0.39):

∫

A

√

hA dP ≥ Kp I0(P (A)). (0.40)

Zdesь I0(t) = J(t(1 − t)), J(s) = s
√

log(1/s), P = µn
p , i Kp – po-

sto�nna�, zavis�wa� tolьko ot p. Talagran rassmatrivaet ve-

liqinu
∫

A

√
hA dP kak poverhnostnu� meru, rodstvennu� gaus-

sovskomu perimetru, a samo neravenstvo (0.40) – kak diskretnu�

versi� gaussovskogo neravenstva (0.38) (zametim, qto funkci�

I0 moжet bytь ocenena sverhu i snizu gaussovskoi izoperimet-

riqeskoi funkciei Iγ1
s toqnostь� do absol�tnyh mnoжitelei).

Pri dokazatelьstve (indukciei po razmernosti n) Talagran is-

polьzuet funkcionalьnu� formu

Kp I0(Var(g)) ≤ EM g, 0 ≤ g ≤ 1, (0.41)
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gde

(M g)(x) =

√

n
∑

i=1

(

(g(x) − g(si(x))+
)2
, x ∈ {0, 1}n,

predstavl�et soboi analog modul� diskretnogo gradienta fun-

kcii g na {0, 1}n. Primen�� neravenstvo (0.41) v prostranstvah

bolьxei razmernosti k funkci�m vida

gk(x) = g
( x1 + · · ·+ xk − kp√

kpq

)

, xi ∈ {0, 1}n,

s gladkimi funkci�mi g na R
n i ustreml�� k → ∞, my pridem,

v silu centralьnoi predelьnoi teoremy v R
n, k analogiqnomu

funkcionalьnomu neravenstvu otnositelьno gaussovskoi mery

γn i zatem, approksimiru� funkci�mi g indikatornye funkcii,

deistvitelьno poluqim (0.38).

Takim obrazom, moжno poluqitь usilennyi variant gaussov-

skoi koncentracii i na osnove diskretnyh neravenstv Soboleva

tipa (0.41). No moжno li, osnovyva�sь tolьko na svoistvah dis-

kretnogo kuba, poluqitь izoperimetriqesku� teoremu v gaussov-

skom prostranstve v polnom obъeme, to estь, izvleqь neravenst-

vo (0.38) s c = 1 i znaqit ustanovitь зkstremalьnoe svoistvo

poluprostranstv (0.1)? Kak bylo predpoloжeno v [117], vr�d li

moжno oboiti geometriqeskie rassuжdeni� tipa simmetrizacii.

Tem ne menee, зto sdelatь moжno, priqem na osnove neraven-

stv Soboleva soverxenno osobogo vida, o kotoryh v dalьneixem

poidet reqь. Dl� podmnoжestv A diskretnogo kuba {0, 1}n, v do-

polnenie k talagranovskoi poverhnostnoi mere, my issleduem v

kaqestve diskretnogo perimetra ewe odnu veliqinu,

P
+(A) =

∫

√

pq hA dP , P = µn
p , (0.42)

i odnim iz naxih osnovnyh rezulьtatov budet izoperimetriqes-

koe neravenstvo dl� ravnomernogo raspredeleni� P :

P
+(A) ≥ ϕ(Φ−1(P (A)). (0.43)
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Зto – qista� kopi� gaussovskogo izoperimetriqeskogo neraven-

stva (0.2), zapisannogo v differencialьnoi forme

γ+n (A) ≥ ϕ(Φ−1(γn(A)). (0.44)

Trebuets�, odnako, sdelatь ewe odin xag, qtoby sv�zatь зti dva

neravenstva – ”podderжatь” (0.43) nekotoroi funkcionalьnoi

formoi. Delo v tom, qto esli my popytaems� pereiti ot (0.43)

k (0.44) s pomowь� centralьnoi predelьnoi teoremy v R
n, pri-

men�� pervoe neravenstvo k podmnoжestvam {0, 1}nk vida

Ak =
{

(x1, . . . , xk) : xi ∈ {0, 1}n, 2(x1 + · · ·+ xk)− n√
k

∈ A
}

, A ⊂ R
n,

to my, koneqno, poluqim P (An) → γn(A) pri k → ∞ dl� vseh

γn-nepreryvnyh A, odnako, pri n ≥ 2 sootnoxenie

P
+(Ak) → γ+n (A), k → ∞,

ter�et silu uжe dl� takih ”regul�rnyh” mnoжestv A, kak polu-

prostranstva. Sam po sebe зtot fakt, na pervyi vzgl�d proti-

voreqawii lokalьnoi predelьnoi teoreme, dostoin samogo pri-

stalьnogo izuqeni�, no on horoxo podtverжdaet ide� o tom, qto

perehod ot ”diskretnyh” obъektov k ”nepreryvnym” dolжen so-

provoжdatьs� opredelennymi funkcionalьnymi sootnoxeni�mi.

Dl� izoperimetriqeskih neravenstv my rassmotrim neskolьko

funkcionalьnyh form, no v dannom sluqae, na diskretnom kube

{0, 1}n s ravnomernym raspredeleniem P , naibolee silьnoi iz

nih budet neravenstvo vida

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + |∇g|2, 0 ≤ g ≤ 1, (0.45)

gde |∇g| – modulь diskretnogo gradienta,

|∇g(x)| =

√

n
∑

i=1

∣

∣

g(x)− g(si(x))

2

∣

∣

2
, x ∈ {0, 1}n,
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i I(p) = ϕ(Φ−1(p)). Зto funkcionalьnoe neravenstvo uжe vleqet

toqno takoe жe neravenstvo dl� gaussovskoi mery (v klasse vseh

lokalьno lipxicevyh funkcii g na R
n so znaqeni�mi v [0, 1]), i

takoe gaussovskoe neravenstvo na indikatornyh funkci�h prive-

det nas k (0.44). S drugoi storony, na indikatornyh funkci�h

(0.45) prevrawaets� v neravenstvo (0.43).

Kl�qevoe svoistvo funkcionalьnyh neravenstv vida (0.45),

gde, voobwe govor�, funkci� I moжet bytь l�boi i kvadrat mo-

dul� gradienta |∇g|2 moжet bytь ”poqti” l�bym (additivnym)

operatorom, zakl�qaets� v tom, qto, esli takoe neravenstvo

spravedlivo dl� mery µ, to ono budet imetь silu dl� vseh pro-

dakt-mer µn. Takim obrazom, moжno skazatь, vs� informaci�

ob зkstremalьnosti poluprostranstv v gaussovskom izoperimet-

riqeskom neravenstve soderжits� v neravenstve (0.45) na dvuh-

toqeqnom prostranstve {0, 1}. Зto svoistvo nam pozvolit issle-

dovtь izoperimetriqesku� zadaqu i dl� xirokogo klassa drugih

prodakt-mer, kak diskretnyh, tak i ”nepreryvnyh”.

Funkcionalьnym formam izoperimetriqeskih neravenstv (kak

integralьnym, tak i v differencialьnym) posv�wena 1-� glava.

Odnako, zdesь my ewe ne rassmatrivaem formu (0.45), poskolьku

v obwem (negaussovskom) sluqae (0.45) ne ravnosilьno izoperi-

metriqeskomu neravenstvu µ+(A) ≥ I(µ(A)). Osnovnym rezulь-

tatom v зtoi glave budet sledu�wee utverжdenie (v neskolьko

oslablennom vide privedem kombinirovannyi variant teorem

1.1.1, 1.3.1 i 1.4.1 iz sootvetstvenno §§ 1.1, 1.2 i 1.3).

Pustь (M,ρ, µ) - proizvolьnoe metriqeskoe vero�tnostnoe pro-

stranstvo. Pustь I – vognuta� nepreryvna� funkci� na [0,1],

poloжitelьna� na (0,1), simmetriqna� otnositelьno toqki 1/2 i

taka�, qto

I(pq)

pq
≤ I(p)

p
+

I(q)

q
, p, q ∈ (0, 1). (0.46)

Kak neobhodimoe uslovie imeem I(0) = I(1) = 0. Oboznaqim qerez



29

F (edinstvennu�, strogo vozrasta�wu�, nepreryvno differen-

ciruemu�) funkci� raspredeleni� na pr�moi R s plotnostь�

f , udovletvor��wei sootnoxeni�

I(p) = f(F−1(p)), p ∈ (0, 1),

gde F−1 – funkci�, obratna� k F . Poloжim Rh(p) = F (F−1(p)+h).

Dl� kaжdoi funkcii g na M poloжim

(Uhg)(x) = sup{g(y) : ρ(x, y) < h}, h > 0.

Teorema 0.1. Sledu�wie uslovi� зkvivalentny:

a) dl� vseh izmerimyh mnoжestv A ⊂M

µ+(A) ≥ I(µ(A)); (0.47)

b) dl� vseh izmerimyh mnoжestv A ⊂M i vseh h > 0

µ(Ah) ≥ Rh(µ(A)); (0.48)

c) dl� vseh izmerimyh funkcii g : M → [0, 1] i h > 0

EUhg ≥ Rh(ER−h(g)) ; (0.49)

d) dl� l�boi funkcii g : M → [0, 1], ime�wei koneqnu� lip-

xicevu konstantu na vseh xarah v M ,

I(Eg) −EI(g) ≤ E|∇g|. (0.50)

Matematiqeskie oжidani� zdesь ponima�ts� v smysle mery µ.

Зkvivalentnostь uslovii a) i b) ustanavlivaets� v § 1.1 – zdesь

na samom dele ispolьzuets� lixь nepreryvnostь i poloжitelь-

nostь funkcii I.

V tom sluqae, kogda I = Iµ udovletvor�et uslovi�m teoremy

0.1, (0.50) deistvitelьno moжet sluжitь funkcionalьnoi for-

moi dl� (toqnogo) izoperimetriqeskogo neravenstva (0.47). V
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qastnosti, vse uslovi� teoremy vypolneny dl� gaussovskoi me-

ry γn (my proverim зto v § 1.5). V зtom sluqae funkci�

Rh(p) = Φ(Φ−1(p) + h)

optimalьna v (0.48), i znaqit optimalьno neravenstvo (0.49) v

tom smysle, qto ono prevrawaets� v ravenstvo na indikatornyh

funkci�h poluprostranstv. Sleduet takжe otmetitь, qto pri

I = Iµ uslovie (0.46) neobhodimo dl� vypolneni� neravenstva

(0.50).

V § 1.2 my ostanovims� na prosteixih izoperimetriqeskih

zadaqah – dl� vero�tnostnyh mer na R (po otnoxeni� k obyq-

nomu rassto�ni�). Uжe v зtom sluqae moжno poluqitь sravni-

telьno bolьxoe semeistvo izoperimetriqeskih funkcii. V qast-

nosti, budet pokazano, qto dl� simmetriqnyh logarifmiqeski

vognutyh raspredelenii µ funkci� Rh, opredelenna� vyxe po

funkcii raspredeleni� F mery µ, �vl�ets� optimalьnoi v (0.48)

dl� vseh h > 0.

Tot fakt, qto nekotorye izoperimetriqeskie neravenstva mo-

gut bytь зkvivalentno zapisany v vide neravenstv tipa Sobo-

leva, koneqno, horoxo izvesten v literature. Naprimer, izope-

rimetriqeskoe neravenstvo dl� mery Lebega v R
n зkvivalentno

neravenstvu Soboleva

∫

Rn

|∇g(x)| dx ≥ c

(
∫

Rn

|g(x)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

, (0.51)

gde g – proizvolьna� gladka� funkci� s kompaktnym nositelem,

i c = cn = nω
1/n
n . Зto neravenstvo bylo dokazano v 1960 g. neza-

visimo Mazь� [24] i Federerom i Flemingom [128] (s hudxei

posto�nnoi cn neravenstvo (0.51) bylo ranee dokazano Galь�rdo

[134] i Nirenbergom [196]). Dokazatelьstvo (0.51), osnovannoe

na primenenii formuly Kronroda–Federera dl� integrala ot
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modul� gradienta,

∫

Rn

|∇g| dµ =

∫ ∞

−∞
µ+{g > t} dt

(gde µ – absol�tno-nepreryvna� mera na R
n), sdelalo oqevid-

nym tot fakt, qto i po otnoxeni� k drugim meram µ na R
n

naprimer, dl� suжeni� mery Lebega na oblasti v R
n neraven-

stvo vida (0.51) зkvivalentno izoperimetriqeskomu neravenstvu

µ+(A) ≥ c µ(A)(n−1)/n. Naibolee obwee utverжdenie v зtom na-

pravlenii poluqil v 1985 g. O. S. Rothauz [206], pokazavxii, v

qastnosti, qto dl� xirokogo klassa odnorodnyh funkcionalov

L, zadannyh na semeistve gladkih funkcii na rimanovom mnogo-

obrazii M (s rimanovoi meroi µ), neravenstvo tipa Soboleva

∫

M

|∇g| dµ ≥ L(g) (0.52)

ravnosilьno izoperimetriqeskomu neravenstvu

µ+(A) ≥ L(1A), A ⊂M. (0.53)

K takim funkcionalam otnos�ts�, naprimer, normy L(g) = ‖g‖ v

prostranstvah Lebega i, bolee obwo, v prostranstvah Orliqa

LΨ(M,µ) s normoi

‖g‖LΨ(M,µ) = inf{λ > 0 : EΨ(g/λ) ≤ 1},

gde Ψ – funkci� �nga (t.e., vypukla� neotricatelьna� qetna�

funkci� na R, taka� qto Ψ(x) > 0 pri x 6= 0). Moжno takжe ras-

smatrivatь funkcionaly L(g) = ‖g−Eg‖, qto dl� vero�tnostnyh

mer bolee estestvenno (s drugoi storony, teorema Rothauza ne

primenima k funkcionalam L(g) = I(Eg) − EI(g)). Зkvivalent-

nostь (0.52) i (0.53) spravedliva na samom dele dl� proizvolь-

nyh vero�tnostnyh metriqeskih prostranstv (M,ρ, µ) (sm. § 1.6).
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V §§ 1.6 i 1.7 my rassmotrim neravenstva vida (0.52) dl� funk-

cionalov vida L(g) = ‖g−Eg‖LΨ(M,µ), i glavnyi vopros, kotoryi

nas budet interesovatь, sostoit v sledu�wem: suwestvuet li

funkci� �nga Ψ, dl� kotoroi neravenstvo (0.52) ravnosilьno

(toqnomu) izoperimetriqeskomu neravenstvu, toqnee, soderжit

v sebe toqnoe izoperimetriqeskoe neravenstvo na indikatornyh

funkci�h ? Soglasno (obobwennoi) teoreme Rothauza, funkci�

Ψ (esli ona suwestvuet) sleduet vybiratь takoi, qtoby dl� vseh

izmerimyh A ⊂M

‖1A − p‖LΨ(M,µ) = Iµ(p), p = µ(A). (0.54)

V § 1.6 budut naideny v terminah Iµ neobhodimye i dostatoqnye

uslovi� dl� suwestvovani� funkcii �nga Ψ, udovletvor��wei

(0.54). My proverim vypolnenie poluqennyh uslovii v dvuh

vaжnyh situaci�h – dl� gaussovskoi mery γn i dl� ravnomernogo

raspredleni� σn na sfere Sn ⊂ R
n+1. Takim obrazom, gaussov-

skoe izoperimetriqeskoe neravenstvo (0.44) moжno zapisatь i

kak neravenstvo tipa Soboleva

E|∇g| ≥ ‖g −Eg‖LΨ(Rn,γn). (0.55)

Takie neravenstva dl� γn ranee issledovalisь M. Ledu [171], a

takжe E. Pelici� i G. Talenti [201]. Na osnove gaussovskogo

izoperimetriqeskogo neravenstva imi bylo ustanovleno (0.55)

dl� nekotoryh funkcii �nga Ψ, veduwih seb� kak x
√

log x pri

bolьxih x (napomnim, qto takoe neravenstvo pri Ψ(x) = c|x|
bylo poluqeno Pizьe). Na indikatornyh funkci�h (v asimp-

totiqeskom smysle), poluqennye imi neravenstva vlekut izope-

rimetriqeskoe neravenstvo (0.38) s nekotoroi posto�nnoi c ∈
(0.1), odnako, oni vse жe slabee, qem (0.44).

V § 1.7 i priloжenii budet dokazano analogiqnoe utverжdenie

dl� ravnomernogo raspredeleni� na sfere:
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Teorema 0.2. Pustь n ≥ 2. Suwestvuet funkci� �nga Ψ, ta-

ka� qto v klasse vseh lipxicevyh funkcii g na Sn spravedlivo

neravenstvo tipa Soboleva

E|∇g| ≥ ‖g − Eg‖LΨ(Sn,σn) (0.56)

(matematiqeskie oжidani� beruts� po otnoxeni� k mere σn).

Pri зtom, esli primenitь neravenstvo (0.56) k nekotoroi posle-

dovatelьnosti gn, shod�weis� k indikatornoi funkcii kompakt-

nogo mnoжestva A ⊂ Sn, to v predele my poluqim зkstremalьnoe

svoistvo xarov (0.23).

Otmetim, qto izoperimetriqeskoe neravenstvo na sfere, v ot-

liqie ot gaussovskogo izoperimetriqeskogo neravenstva, zapi-

satь v forme (0.50) ili (0.48) nelьz�.

My ispolьzuem teoremu 0.1 v glave 2 pri izuqenii izoperi-

metriqeskoi zadaqi dl� prodakt-mer po otnoxeni� k ravnomer-

nomu rassto�ni� (funkcionalьna� forma (0.48) pozvol�et osu-

westvitь indukcionnyi xag, sm. § 2.1). Pustь (M,ρ, µ) – sepa-

rabelьnoe metriqeskoe vero�tnostnoe prostranstvo. Snabdim

dekartovu stepenь Mn metrikoi

ρ∞(x, y) = max
1≤i≤n

ρ(xi, yi), x, y ∈Mn,

i prodakt-meroi µn. Poloжim

Rh,µn(p) = inf{µn(Ah) : A ⊂Mn, µn(A) ≥ p},

gde p ∈ (0, 1), h > 0 i Ah – h-okrestnostь mnoжestva A v smys-

le metriki ρ∞. Poloжim Rh,µ∞ = infnRh,µn , tak qto funkci�

R = Rh,µ∞ �vl�ets� nailuqxei v neravenstvah

µn(Ah) ≥ R(µn(A)), A ⊂M, (0.57)
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v predpoloжenii, qto ”razmernostь” n moжet bytь proizvolь-

noi (to estь, зta funkci� opredel�et rexenie izoperimetri-

qeskoi zadaqi dl� beskoneqnomernoi prodakt mery µ∞ v M∞ po

otnoxeni� k psevdo-metrike ρ∞(x, y)=supi≥1 ρ(xi, yi), x, y ∈M∞).

Osnovnoi rezulьtat glavy 2 sostoit v sledu�wem: esli my

rexim izoperimetriqesku� zadaqu dl� (M,ρ, µ), to estь, naidem

funkci� Rh,µ, to my moжem rexitь izoperimetriqesku� zadaqu

i dl� (M∞, ρ∞, µ∞) – naiti funkci� Rh,µ∞ (v predpoloжenii,

qto Rh,µ vognuta na intervale (0,1)). Imenno, imeet mesto:

Teorema 0.3. Pustь h > 0. Predpoloжim, qto funkci� Rh,µ vo-

gnuta na (0,1). Togda funkci� Rh,µ∞ – maksimalьna� sredi vseh

neubyva�wih biekcii R : (0, 1) → (0, 1), maжoriruemyh funkciei

Rh,µ i takih, qto dl� vseh p, q ∈ (0, 1)

R(pq) ≤ R(p)R(q), S(pq) ≥ S(p)S(q),

gde S(p) = 1 −R(1 − p).

Nemnogo v bolee obwem vide зta teorema budet dokazana v

§ 2.2. Hot� opisanie funkcii Rh,µ∞ opredel�et ee ne�vno, kak

sledstvie, moжno poluqitь �vnoe rexenie izoperimetriqeskoi

zadaqi dl� r�da interesnyh raspredelenii. V § 2.3 my pri-

menim teoremu 0.3 k simmetriqnym logarifmiqeski vognutym

meram µ na M = R, dl� kotoryh funkci�

Rh,µ(p) = F (F−1(p) + h)

izvestna (§ 1.2) (gde F – funkci� raspredeleni� µ). V klasse

takih mer moжno datь neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie dl�

sootnoxeni� Rh,µn = Rh,µ, qto oznaqaet, qto зkstremalьnymi

mnoжestvami v izoperimetriqeskoi zadaqe dl� (Rn, ρ∞, µn) bu-

dut ”standartnye” poluprostranstva, to estь mnoжestva vida

{x ∈ R
n : x1 ≤ const}. Takim usloviem okazyvaets� neravenstvo
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(0.46). Dl� gaussovskoi mery γn ”standartnye” poluprostran-

stva �vl��ts� зkstremalьnymi v izoperimetriqeskoi zadaqe po

otnoxeni� k bolee silьnomu evklidovomu rassto�ni�. Bolee

togo, pri n ≥ 2 зto svoistvo harakterizuet gaussovskie mery v

klasse vseh prodakt-mer na R
n (sm. § 3.1). Tem ne menee, ”stan-

dartnye” poluprostranstva budut зkstremalьnymi i dl� mno-

gih negaussovskih raspredelenii, esli rassmatrivatь h-okrest-

nosti po otnoxeni� k metrike ρ∞. Tipiqnym primerom moжet

sluжitь t.n. logistiqeskoe raspredelenie µ s funkciei raspre-

deleni� F (x) =
1

1 + ex
. Blizkoi k nemu �vl�ets� dvustoronnee

pokazatelьnoe raspredelenie ν, odnako, uslovie (0.46) dl� nego

uжe ne vypoln�ets�. V § 2.4 my proill�striruem primenenie

teoremy 0.3 na primere odnostoronnego pokazatelьnogo raspre-

deleni� µ s plotnostь� f(x) = e−x, x > 0. Budet dokazana

Teorema 0.4. Dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0

Rh,µ∞(p) = min
{

pα, 1 − (1 − p)1/α
}

, α = e−h.

Takoe analitiqeskoe opisanie soderжit v sebe i nekotoru�

informaci� ob зkstremalьnyh mnoжestvah v (0.57) s R = Rh,µ∞ .

Imenno, ”poqti” зkstremalьnymi v зtom izoperimetriqeskom

neravenstve �vl��ts� libo kuby, libo dopolneni� k kubam. V

§ 2.5 my rassmotrim neravenstvo (0.57) dl� bolee uzkogo klassa

mnoжestv – tak nazyvaemyh idealov (monotonnyh mnoжestv v

R
n
+), a v § 2.6 pokaжem, qto dl� pokazatelьnogo raspredeleni�

µ v klasse takih mnoжestv pri uslovii µn(A) = const veliqina

µn(Ah) (uжe pri fiksirovannom n) minimiziruets� tolьko na

kubah. Zametim, qto kuby – зto xary v R
n v smysle metriki ρ∞,

i qto poluprostranstva toжe moжno rassmatrivatь kak xary

beskoneqnogo radiusa. Rassmotrennye primery podtverжda�t,

takim obrazom, neformalьnyi tezis: dl� xirokogo klassa met-

riqeskih prostranstv s meroi зkstremalьnye mnoжestva sleduet
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iskatь sredi xarov i ih dopolnenii (a takжe, ih potoqeqnyh

predelov).

Nakonec, v § 2.7 issleduets� takoe svoistvo: Rh,µ∞(p) > p dl�

nekotorogo (зkvivalentno, dl� vseh) p ∈ (0, 1). Зto svoistvo, v

nekotorom smysle minimalьnoe trebovanie s toqki zreni� kon-

centracii mery, toжe moжet bytь sformulirovano v terminah

Rh,µ: suwestvuet ε = ε(h) > 0, takoe qto dl� vseh p ∈ (0, 1)

Rh,µ(p) ≥ p+ εp(1 − p).

Зto uslovie moжet bytь dalee uproweno dl� mer na M = R,

esli trebovatь vypolnenie neravenstva Rh,µ∞(p) > p s nekoto-

rym (dostatoqno bolьxim) h: neubyva�wee otobraжenie Tµ,

perevod�wee dvustoronnee raspredelenie ν v µ, dolжno poroж-

datь koneqnyi modulь, t.e.,

T ∗
µ(h) = sup{|Tµ(x) − Tµ(y)| : |x− y| ≤ h} < +∞, h > 0 (0.58)

(zdesь h uжe moжet bytь proizvolьnym). Uslovie (0.58) opre-

del�et zameqatelьnyi klass vero�tnostnyh raspredelenii na

pr�moi, sv�zannyi s nekotorymi drugimi rodstvennymi zadaqa-

mi (kak-to neravenstva tipa Puankare). K nemu my vozvratims�

pozжe, i seiqas lixь otmetim sledu�wee.

Pustь (ζi)i≥1 – posledovatelьnostь nezavisimyh sluqainyh

veliqin, ime�wih raspredelenie µ. Togda (0.58) ravnosilьno

tomu, qto posledovatelьnye maksimumy max(ζ1, . . . , ζn) i min-

imumy min(ζ1, . . . , ζn) ime�t raspredeleni�, obrazu�wie posle

centrirovani� plotnoe (predkompaktnoe) semeistvo v slaboi to-

pologii prostranstva vero�tnostnyh mer na pr�moi. Esli vz�tь

pervu� qastь зtogo uslovi� (kasa�wu�s� maksimumov), to takoe

svoistvo issledovalosь ranee v rabote L. de Haana i G. Riddera

[141], naxedxih r�d зkvivalentnyh formulirovok neposredst-

venno v terminah funkcii raspredeleni� mery µ. Esli vz�tь
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obe qasti зtogo uslovi�, to oni vlekut koneqnostь зksponenci-

alьnogo momenta. Takoe neobhodimoe uslovie dl� svoistva kon-

centracii bylo vpervye otmeqeno M. Talagranom v [216] (Propo-

sition 5.1). Ranee izoperimetriqeska� zadaqa dl� prodakt-mer

µn v metriqeskih prostranstvah Mn s ravnomernym rassto�-

niem praktiqeski ne rassmatrivalasь. Iskl�qenie sostavl�et

odna rabota D. Amira i V. D. Milьmana [58], v kotoroi byli

poluqeny nekotorye obwie ocenki dl� funkcii koncentracii

α(h) = 1 − Rh,µn

( 1

2

)

v terminah Rh,µ

( 1

2

)

. Poluqennye ocenki

primen�lisь k sfere M = Sd−1 i zatem k nekotorym zadaqam

lokalьnoi teorii banahovyh prostranstv.

V glave 3 my uжe ispolьzuem funkcionalьnu� formu (0.45)

i primen�em ee k diskretnym izoperimetriqeskim zadaqam dl�

prodakt-mer P = µ1×· · ·×µn na diskretnom kube {0, 1}n i, bolee

obwo, na rexetke Z
n. Obwee utverжdenie o svoistve ”addi-

tivnosti”, pozvol��wem rasprostran�tь takie neravenstva na

prodakt-mery l�boi razmernosti, dokazyvaets� v § 3.1. V § 3.2
poluqen osnovnoi rezulьtat glavy:

Teorema 0.5. Dl� l�boi funkcii g : {0, 1}n → [0, 1] vypoln�et-

s� neravenstvo (0.45) po otnoxeni� k ravnomernomu rasprede-

leni� P na {0, 1}n s gaussovskoi izoperimetriqeskoi funkciei

I(p) = ϕ(Φ−1(p)). Funkci� I optimalьna (naibolьxa�) v зtom

funkcionalьnom neravenstve v klasse vseh nepreryvnyh funkcii

na [0,1], udovletvor��wih uslovi� I(0) = I(1) = 0. V qastnosti,

imeet mesto izoperimetriqeskoe neravenstvo (0.43).

Oqevidno, esli neskolьko funkcii I1, I2, . . . , udovletvor��t

neravenstvu vida (0.45), to emu udovletvor�et i supremum takih

funkcii. Poзtomu, moжno govoritь ob optimalьnoi funkcii I

v (0.45). Estestvenen vopros, naskolьko universalьny neraven-

stva (0.45) i (0.43), i v qastnosti, vypoln��ts� li oni v klasse
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drugih prodakt-mer P = µn
p na {0, 1}n. Okazyvaets�, qto v зtom

plane ravnomernoe raspredelenie igraet osobu� rolь, i my ne

znaem, moжno li poluqitь gaussovskoe izoperimetriqeskoe ne-

ravenstvo (0.44) na osnove diskretnyh funkcionalьnyh neraven-

stv tipa (0.45), esli ih rassmatrivatь po otnoxeni� k drugim

prodakt-meram. Tem ne menee, spravedlivo neravenstvo

P
+(A) ≥ 1√

2
ϕ(Φ−1(P (A)). (0.59)

Takie neravenstva izuqa�ts� v § 3.3. Kak okazyvaets�, oni ime-

�t mesto ne tolьko dl� prodakt-mer P = µn
p na {0, 1}n, no –

pri nadleжawem obobwenii diskretnogo perimetra (0.42) – i

dl� prodakt-mer vozmoжno s raznymi marginalьnymi rasprede-

leni�mi na proizvolьnyh dekartovyh proizvedeni�h. Pri зtom,

posto�nna�
1√
2

ne moжet bytь uluqxena v (0.59). Naskolьko

toqno зto neravenstvo po otnoxeni� k prodakt-meram P = µn
p ,

pokazyvaet primer mnoжestv

An(a) =
{

x ∈ {0, 1}n :
x1 + · · ·+ xn − np

√
npq

≤ a
}

, a ∈ R.

V зtom sluqae, v silu centralьnoi predelьnoi teoremy, pri

n→ ∞
1√
2
ϕ(Φ−1(P (An(a))) → 1√

2
ϕ(a),

v to vrem� kak, v silu lokalьnoi predelьnoi teoremy,

P
+(An(a)) → (

√
p+

√
q )ϕ(a)

(zametim, qto 1 ≤√
p+

√
q ≤

√
2 ). Primen�� (0.59) k prodakt-me-

ram P = µn
p s malymi p (ots�da i vytekaet optimalьnostь kon-

stanty
1√
2
), my pridem k analogiqnomu izoperimetriqeskomu

neravenstvu dl� mnogomernogo raspredeleni� Puassona (§ 3.4).
V § 3.5 my issleduem povedenie konstant Kp (kak funkcii pa-

rametra p) v neravenstve Talagrana (0.40). Зto takжe okazyva-

ets� vozmoжnym na osnove funkcionalьnoi formy (0.45) s ope-

ratorom M vmesto diskretnogo gradienta.



39

Parallelьno (0.40), dl� prodakt-mer P = µn
p Talagran ras-

smatrival v [216] takжe neravenstva vida
∫

A

√

hA dP ≥ cP (A)(1 − P (A)). (0.60)

Im bylo ustanovleno зto neravenstvo s posto�nnoi c = cp po-

r�dka
√
pq. Snova primen�� (0.45) s funkciei I(t) = t(1 − t),

my dokaжem (0.60) s posto�nnoi c = 1 (kak sledstvie, funkci�

c(p, P (A)) v teoreme Margulisa moжno vybratь ne zavis�wei ot

parametra p). Bolee obwo, v § 3.6 my opixem vse vero�tnostnye

raspredeleni� µ na Z, takie qto neravenstvo (0.60) vypoln�ets�

dl� prodakt-mer P = µn s nekotoroi posto�nnoi c ne zavis�wei

ot razmernosti n. Po analogii s diskretnym kubom, s kaжdym

mnoжestvom A ⊂ Z
n my sv�zyvaem funkci�

hA(x) = card{i ≤ n : x ∈ A, (x+ ei /∈ A ili x− ei /∈ A)},

gde (ei)i≤n – kanoniqeskii bazis v R
n. Pri n = 1 (0.60) estь

izoperimetriqeskoe neravenstvo na Z vida

µ(∂+A) ≥ c µ(A) (1 − µ(A)), (0.61)

gde ∂+A = {hA > 0} – diskretna� granica A ”s vnutrennei sto-

rony”, priqem dl� odnotoqeqnyh mnoжestv ono prinimaet vid

µ({a}) ≥ c F (a)(1 − F (a)), a ∈ Z, (0.62)

gde F (a) = µ((−∞, a]) – funkci� raspredeleni� mery µ. My poka-

жem, qto s toqnostь� do posto�nnyh, zavis�wih tolьko ot µ, ne-

ravenstva (0.60)–(0.62) зkvivalentny drug drugu. S toqnostь�

do posto�nnoi neravenstvo (0.61) okazyvaets� ravnosilьnym i

diskretnomu neravenstvu tipa Puankare cVar(g) ≤ E|∆g|2 dl�

operatora ∆g(x) = g(x + 1) − g(x). Takie neravenstva byli ne-

davno issledovany v odnoi rabote Lu, gde poluqena harakteri-

zaci�, neskolьko otliqna� ot (0.62).



40

Nakonec, otmetim, qto neravenstvo (0.45) dl� gaussovskoi me-

ry γn s gaussovskoi izoperimetriqeskoi funkciei I moжet bytь

dokazano i analitiqeski (bez ispolьzovani� diskretrnoi ver-

sii). Зto bylo pokazano v rabote Bakri i Ledu [62] (i zatem v

rabote Ledu [178]) na osnove operatorov Ornxteina–Ulenbeka.

V poslednei 4-i glave my ispolьzuem funkcionalьnu� formu

(0.45) dl� izuqeni� t.n. izoperimetriqeskih konstant Is(µ), vve-

dennyh v 1970 g. Dж. A. Qigerom [108] v kontekste rimanovoi

geometrii:

Is(µ) = inf
0<µ(A)<1

µ+(A)

min{µ(A), 1− µ(A)} .

Zdesь µ – vero�tnostna� mera na separabelьnom metriqeskom

prostranstve (M,ρ), µ+(A) – perimetr, opredelennyi sootnoxe-

niem (0.42), i infimum berets� po vsem izmerimym A ⊂M mery

0 < µ(A) < 1. To estь, c = Is(µ) – optimalьna� posto�nna� v izo-

perimetriqeskom neravenstve (”nepreryvnom” analoge (0.60))

µ+(A) ≥ c min{µ(A), 1 − µ(A)}, A ⊂M. (0.63)

Kak bylo pokazano Qigerom, зto neravenstvo vleqet neravenstvo

tipa Puankare

λ1 Var(g) ≤ E|∇g|2 (0.64)

s posto�nnoi λ1 = c2/4. Izoperimetriqeskie konstanty sv�zany

i s r�dom drugih neravenstv tipa Soboleva. Naprimer, зkviva-

lentnoi funkcionalьnoi formoi dl� (0.63) sluжit neravenstvo

cE|g −m(g)| ≤ E|∇g|,

gde m(g) – mediana g (v smysle mery µ), otkuda sleduet blizkoe

k nemu (зkvivalentnoe s toqnostь� do absol�tnogo mnoжitel�)

neravenstvo
c

2
E|g − Eg| ≤ E|∇g|. (0.65)
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Dl� gaussovskoi mery µ = γn, kak uжe otmeqalosь, vpervye ne-

ravenstvo vida (0.65) bylo ustanovleno Pizьe, priqem bez is-

polьzovani� izoperimetriqeskoi teoremy. Soglasno teoreme

0.1, (0.63) moжno zapisatь i v integralьnoi forme

µ(Ah) ≥ Fν(F−1
ν (µ(A) + ch)), h > 0, (0.66)

gde Fν – funkci� raspredeleni� mery ν s plotnostь�
1

2
e−|x|,

x ∈ R. V зtom smysle ν obladaet nekotorym зkstremalьnym

svoistvom po otnoxeni� k (0.63). Bolee toqno, esli (0.63) za-

pisatь v terminah izoperimetriqeskoi funkcii kak neravenstvo

Iµ(t) ≥ c min{t, 1 − t}, t ∈ [0, 1], (0.67)

to moжno obnaruжitь, qto pri µ = ν зto neravenstvo obrawaets�

v ravenstvo s c = 1 (зto oznaqaet, qto mnoжestva (−∞, x] �vl�-

�ts� зkstremalьnymi v odnomernoi izoperimetriqeskoi zadaqe

dl� mery ν). Vpervye зto utverжdenie v forme (0.66) s µ = ν

bylo dokazano Talagranom v [216].

My stoim pered intrigu�wim voprosom: sohran��ts� li ne-

ravenstva (0.63) i (0.65)–(0.67) dl� prodakt-mer P = νn na R
n (s

evklidovoi metrikoi) s nekotoroi posto�nnoi c, ne zavis�wei ot

razmernosti? Ili, inaqe, verno li, qto infn Is(ν
n) > 0? Kak my

znaem, dl� mery P vypoln�ets� neravenstvo Talagrana (0.36),

dl� bolьxih h bolee silьnoe, qem (0.66) s µ = P , v to vrem�,

kak pri malyh h (0.36) daet ocenku (0.63) lixь s c = cn → 0 (pri

n → ∞). Зta gipoteza okazyvaets� spravedlivoi, priqem dl�

vseh vero�tnostnyh mer µ na (abstraktnom) metriqeskom pro-

stranstve M , u kotoryh Is(µ) > 0.

V § 4.2 budet dokazano sledu�wee utverжdenie (osnovnoe v

зtoi glave). Dl� mnoжestv A ⊂ Mn i funkcii g na Mn budem

opredel�tь µn-perimetr (µn)+(A) i modulь gradienta |∇g| so-

glasno opredeleni� (0.30) po otnoxeni� k metrike evklidovogo
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tipa

dist(x, y) =

√

n
∑

i=1

ρ(xi, yi)
2, x, y ∈Mn.

Budem predpolagatь, qto dl� vseh n ≥ 1 i dl� vseh lipxicevyh

funkcii g na (Mn, dist) dl� µn-poqti vseh x ∈Mn

|∇g(x)|2 =
n
∑

i=1

|∇xig(x)|2, (0.68)

gde |∇xig(x)| oznaqaet modulь gradienta funkcii xi → g(x) (zna-

qeni� xj pri j 6= i fiksirovany).

Teorema 0.6. Dl� vseh n ≥ 1

Is(µn) ≥ 1

2
√
6
Is(µ).

Uslovie (0.68) vsegda vypolneno, naprimer, dl� absol�tno-

nepreryvnyh mer µ na M = R
k. § 4.3 my issleduem bolee de-

talьno situaci� na pr�moi M = R: v зtom sluqae neravenst-

va (0.63), (0.66) i (0.67) зkvivalentny tomu, qto neubyva�wee

otobraжenie Tµ, perevod�wee ν v µ, imeet lipxicevu konstantu

‖Tµ‖Lip = 1/c, i зto obsto�telьstvo pozvolit nam polnostь� iz-

bavitьs� ot uslovi� (0.68).

Qtoby osuwestvitь indukcionnyi xag pri dokazatelьstve te-

oremy 0.6, my ne moжem ispolьzovatь vyxeupom�nutye neraven-

stva, poskolьku vhod�wa� v nih (optimalьna�) konstanta c zavi-

sit ot razmernosti n. Poзtomu my issleduem formalьno bolee

silьnoe neravenstvo (0.45) s funkciei I(t) = t(1 − t). Zdesь

nam potrebuets� ustanovitь usilennyi variant teoremy Qi-

gera – neravenstva tipa Puankare (0.64)–(0.65) dl� norm pro-

stranstv Orliqa LΨ(M,µ) (osobu� rolь budet igratь funkci�

�nga Ψ(x) =
√

1 + |x|2 − 1). Sootvetstvu�wie rezulьtaty pri-

vod�ts� v § 4.1. Kak sledstvie, my poluqim mnogomernoe nera-

venstvo tipa Puankare po otnoxeni� k normam Orliqa

‖g − Eg‖LΨ(Mn,µn) ≤ C ‖∇g‖LΨ(Mn,µn) (0.69)
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s posto�nnoi C, zavis�wei tolьko ot Ψ i izoperimetriqeskoi

konstanty Is(µ) (zdesь g – proizvolьna� funkci� na Mn, sum-

miruema� po mere µn i ime�wa� koneqnu� lipxicevu konstantu

na vseh xarah v Mn). Dl� gaussovskoi mery µn = γn neravenstvo

vida (0.69) bylo ranee poluqeno Pizьe na osnove (0.14).

Vo vtoroi qasti glavy v kaqestve osnovy my rassmatrivaem

uжe ne izoperimetriqeskie konstanty, a sami neravenstva tipa

Puankare (0.64), a takжe logarifmiqskie neravenstva Soboleva

Eg2 log g2 −Eg2 logEg2 ≤ 2cE|∇g|2. (0.70)

Kak i (0.45), зti neravenstva rasprostran��ts� s metriqeskih

vero�tnostnyh prostranstv (M,ρ, µ) na mnogomernye prostran-

stva (Mn, dist, µn), priqem bez poteri v konstantah. Esli ograni-

qitьs� sluqaem M = R, to soglasno B. Makenhauptu [193], vo-

pros o tom, kakie vero�tnostnye mery na pr�moi podqin��ts�

neravenstvu (0.64) s nekotorym λ1 > 0, byl rexen v konce 1960

gg. v rabotah Artoly, Talenti i Tomaselli. On imeet dlinnu�

i interesnu� istori�, tesno sv�zannu� s nekotorymi neraven-

stvami Hardi (nekotorye izvestnye rezulьtaty obsuжda�ts� v

§ 4.3). V § 4.4 budut opisany vse vero�tnostnye raspredeleni�

µ na pr�moi, udovletvor��wie (0.64) v klasse vseh vypuklyh

funkcii g (i ne ob�zatelьno udovletvor��wie (0.64) v klasse

vseh g). Зto bolee slaboe trebovanie k µ motiviruets� zadaqei

ob ocenivanii dispersii maksimuma ograniqennogo sluqaino-

go processa, lineino poroжdennogo nezavisimymi veliqinami.

Kak rezulьtat, my pridem k klassu raspredelenii, oblada�wih

svoistvom (0.58).

V § 4.5 rassmatrivaets� uжe abstraktnoe metriqeskoe vero-

�tnostnoe prostranstvo (M,ρ, µ). Zdesь izuqaets� sledu�wii

vopros: kakovo ”naihudxee” povedenie funkcii koncentracii

α(h) = 1 − Rh,µn(1/2) v predpoloжenii, qto vypolneno neraven-
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stvo (0.64)? My pokaжem, qto spravedlivo neravenstvo

α(h) ≤ 18 e−2
√
λ1 h, h > 0. (0.71)

Pri p = 1/2 зta ocenka utoqn�et neravenstvo Gromova-Milьmana

(0.29), a takжe nekotorye drugie rezulьtaty (my obsudim raz-

liqnye podhody v tom жe § 4.5). Kak pokazyvaet primer mery

µ na M = R s plotnostь�
√
λ1e

−2
√
λ1 |x|, neravenstvo (0.71) uжe

moжno rassmatrivatь s toqnostь� do mnoжitel� kak okonqatelь-

noe.

S toqki zreni� koncentracii mery, logarifmiqeskie nera-

venstva Soboleva stali issledovatьs� nedavno, hot� osnovna�

ide� byla vydvinuta ewe v seredenie 1970 gg. I. Herbstom i za-

tem razvita v rabote Dзvisa i Saimona (1984 g., [122]). Ide� so-

stoit v primenenii neravenstva (70) k funkci�m vida etf ili et
2f

i posledu�wem analize izvlekaemogo differencialьnogo nera-

venstva. V qastnosti, esli ‖g‖Lip ≤ 1, to (0.70) vleqet

Eet (g−Eg) ≤ ect
2/2, t ∈ R. (0.72)

Зto neravenstvo bylo dokazano M. Ledu [176]. Rodstvennoe ne-

ravenstvo dl� momentov et
2f bylo ranee poluqeno v rabote S.

Aidy, T. Masudy i I. Xigekavy [54]. Takim obrazom, moжno

poluqitь neravenstvo (0.11) dl� gaussovskoi mery µ = γn na os-

nove neravenstva Grossa (0.19). V § 4.6 budet pokazano, qto iz

neravenstva Grossa moжno izvleqь i neravenstvo Pizьe (0.17),

priqem s luqxei posto�nnoi v зksponente. My poluqim neko-

toroe obobwenie (0.72) i, v qastnosti, vyvedem iz (0.70) nera-

venstvo

Eeg−Eg ≤ Eec|∇g|2 , (0.73)

gde g – proizvolьna� funkci� na M , ime�wa� koneqnye lip-

xicevy konstanty na vseh xarah v M . Nakonec, v § 4.7 budut
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opisany vse vero�tnostnye mery na pr�moi, udovletvor��wie

logarifmiqekomu neravenstvu Soboleva s nekotoroi posto�nnoi

c < +∞.

Osnovnye rezulьtaty nasto�wei raboty poluqeny avtorom v

period 1993-1995 gg. Teoremy 0.1, 0.3, 0.4 i 0.5 mogut bytь

naideny v rabotah [71], [72], [73], [74], teoremy 0.2 i 0.4 do-

kazany v sovmestnyh rabotah s K. Udrз [78], [80]. Nekotorye

rezulьtaty 2-i qasti 4-i glavy osnovany na sovmestnyh rabotah

s F. Getce [76], [78] i M. Ledu [83]. Bolee detalьnye ssylki sde-

lany v primeqani�h, kotorye privod�ts� v konce kaжdoi glavy.

V kaжdoi glave vedets� otdelьna� numeraci� dl� opredele-

nii, teorem, lemm, zameqanii i (nekotoryh) vynosnyh formul.

Naprimer, teorema 3.2.1 oznaqaet: teorema 1 2-go paragrafa

3-ei glavy.
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GLAVA I. FORMY IZOPERIMETRIQESKIH

NERAVENSTV

§ 1.1. Osnovnye pon�ti�. Integralьna� i differencialьna�

formy izoperimetriqeskih neravenstv

Pustь M – topologiqeskoe prostranstvo, snabжennoe bore-

levskoi vero�tnostnoi meroi µ, to estь vero�tnostnoi meroi,

opredelennoi na σ-algebre izmerimyh po Borel� podmnoжestv

M (v dalьneixem izmerimostь, v otliqie ot µ-izmerimosti, vse-

gda oznaqaet izmerimostь po Borel�).

Predpoloжim, qto kaжdoi toqke x ∈M postavlena v sootvet-

stvie nekotora� otkryta� okrestnostь U(x) зtoi toqki. Togda s

kaжdym mnoжestvom A ⊂M moжno sv�zatь okrestnostь

U(A) =
⋃

a∈A

U(a) (1.1.1)

(v qastnosti, U(∅) = ∅, U(M) = M). Pod izoperimetriqeskimi

neravenstvami qasto ponima�t neravenstva vida

µ(U(A)) ≥ R(µ(A)). (1.1.2)

Nailuqxei v (1.1.2) �vl�ets� funkci�

Rµ(p) = inf
µ(A)≥p

µ(U(A)), 0 ≤ p ≤ 1, (1.1.3)

gde infimum berets� po vsem A mery µ(A) ≥ p iz togo klassa

podmnoжestv M , dl� kotorogo rassmatrivaets� (1.1.2). Kak pra-

vilo, takim klassom sluжit klass vseh izmerimyh podmnoжestv

M , i my зto budem vsegda predpolagatь, esli ne ogovoreno pro-

tivnoe. Nahoжdenie Rµ ili зkstremalьnyh mnoжestv v (1.1.3)
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predstavl�et soboi vesьma abstraktnu� formulirovku izoperi-

metriqeski zadaqi dl� mery µ.

Obyqno okrestnostь U(A) stroits� s pomowь� kakoi-nibudь

metriki (ili psevdo-metriki) ρ v M : v kaqestve U(x) berets�

otkrytyi xar D(x, h) s centrom v x i radiusom h > 0. Togda

U(A) = Ah – h-okrestnostь mnoжestva A, i

Rh,µ(p) = Rh,µ,ρ(p) = inf
µ(A)≥p

µ(Ah), 0 ≤ p ≤ 1, h > 0, (1.1.4)

zavisit takжe ot h. V зtom sluqae zadaqa (1.1.3) dl� klassa vseh

izmerimyh podmnoжestv M moжet bytь takжe sformulirovana

kak zadaqa o vero�tnost�h otklonenii lipxicevyh funkcii g na

M ot svoih kvantilei mp = mp(g), 0 < p < 1. Deistvitelьno,

pustь |g(x) − g(y)| ≤ ρ(x, y) dl� vseh x, y ∈M . Dl� mnoжestv vida

A = {g ≤ mp} imeem Ah ⊂ {g < mp + h}. Sledovatelьno dl� vseh

p ∈ (0, 1) i h > 0

µ{g −mp ≥ h} ≤ 1 −Rh,µ(p), (1.1.5)

µ{g −mp ≤ −h} ≤ 1 −Rh,µ(p). (1.1.6)

V oboih neravenstvah ocenka 1 −Rh,µ(p) ne moжet bytь uluqxe-

na, tak kak (1.1.5) i (1.1.6) зkvivalentny, a na funkci�h vida

g(x) = ρ(A, x) = inf{ρ(a, x) : a ∈ A} (1.1.5) prevrawa�ts� v (1.1.2)

s R = Rµ. Otmetim, qto v sluqae, kogda Rh,µ(p) > p pri vseh

p ∈ (0, 1) i h > 0, kvantili lipxicevyh funkcii opredel��ts�

odnoznaqno.

Koneqno, naibolee interesnym primerom sluжit evklidovo

prostranstvo M = R
n s ℓp-metrikoi

ρp(x, y) =

( n
∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

,

x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ R
n, 1 ≤ p ≤ +∞. Pri p = 2, ρ2 –

obyqnoe evklidovo rassto�nie; pri p = +∞, ρ∞ – ravnomernoe
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rassto�nie ρ∞(x, y) = sup1≤i≤n |xi−yi|. Analogiqno opredel��ts�

psevdo-metriki ρp v beskoneqnomernom prostranstve M = R
∞.

Bolee obwo, moжno rassmatrivatь v R
n okrestnosti mnoжestv

vida U(A) = A+W , sootvetstvu�wie okrestnost�m toqek U(a) =

a + W , gde W – nekotora� okrestnostь nul�. Vaжnym prime-

rom sluжit smesь W = h1B1 + h2B2 ediniqnyh ℓ1- i ℓ2-xarov.

Interesno, qto esli my vozьmem kub W = (−∞, h)n, to po ot-

noxeni� k metrike ρ∞ izoperimetriqeska� zadaqa v klasse vseh

izmerimyh mnoжestv budet ravnosilьna izoperimetriqeskoi za-

daqe v klasse vseh monotonnyh mnoжestv (to estь takih A, qto

xi ≤ yi dl� vseh i ≤ n, y ∈ A vleqet x ∈ A).

Pustь (M,ρ, µ) – metriqeskoe prostranstvo s vero�tnostnoi

meroi. Krome neravenstv vida

µ(Ah) ≥ R(µ(A)) (1.1.7)

dl� metriqeskih prostranstv imeets� ewe odin sposob zadani�

izoperimetriqeskih neravenstv, sv�zannyi s pon�tiem perimet-

ra. Veliqina

µ+(A) = lim inf
h→0+

µ(Ah)− µ(A)

h

nazyvaets� µ-perimetrom mnoжestva A ⊂ M (toqnee, vnexnim

µ-perimetrom po Minkovskomu). Neravenstva

µ+(A) ≥ I(µ(A)), (1.1.8)

sv�zyva�wie ”perimetr” i ”obъem”, budem nazyvatь izoperi-

metriqeskimi neravenstvami v differencialьnoi forme (ili

prosto differencialьnymi izoperimetriqeskimi neravenstva-

mi) – v otliqie ot neravenstv vida (1.1.7), kotorye budem nazy-

vatь izoperimetriqeskimi neravenstvami v integralьnoi forme

(ili integralьnymi izoperimetriqeskimi neravenstvami). Es-

li (1.1.7) i (1.1.8) zapisany s optimalьnymi funkci�mi R i
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I, to зti neravenstva budem nazyvatь toqnymi izoperimetriq-

eskimi neravenstvami. Tak жe kak i v (1.1.7), optimalьnoi v

(1.1.8) �vl�ets� funkci�

Iµ(p) = Iµ,ρ(p) = inf
µ(A)=p

µ+(A) (1.1.9)

(infimum berets� po vsem izmerimym A mery µ(A) = p), ko-

tora�, v otliqie ot Rµ, opredelena na mnoжestve znaqenii mery

µ. Budem nazyvatь ee, takжe kak i funkci� Rµ, izoperimetri-

qeskoi funkciei mery µ (ukazyva�, esli neobhodimo, o kakogo

roda neravenstvah idet reqь). Esli mera µ ne imeet atomov,

to Iµ opredelena na vsem intervale 0 ≤ p ≤ 1. V l�bom sluqae

Iµ(0) = Iµ(1) = 0; Rh,µ(0) = 0, Rh,µ(1) = 1.

Zamykanie i granicu mnoжestva A budem oboznaqatь, sootvet-

stvenno, A i ∂A. Oqevidno, esli µ(A) > µ(A), to µ+(A) = +∞.

Esli жe µ(A) = µ(A), to µ+(A) = µ+(A). Poзtomu neravenstvo

(1.1.8) moжno rassmatrivatь tolьko na zamknutyh mnoжestvah,

i takie жe mnoжestva dostatoqno rassmatrivatь v opredelenii

(1.1.9).

My podoxli k estestvennomu voprosu: зkvivalentny li nera-

venstva (1.1.7) i (1.1.8)? Ili, toqnee, pri kakih sootnoxeni�h

meжdu R i I зti neravenstva зkvivalentny? Oqevidno,

Iµ(p) = lim inf
h→0+

Rh,µ(p)− p

h
,

to estь, rexiv izoperimetriqesku� zadaqu v ”integralьnoi”

forme, my poluqaem i rexenie izoperimetriqeskoi zadaqi v

”differencialьnoi” forme. Moжno li vosstanovitь Rµ qerez

Iµ? V obwem sluqae, koneqno, net: esli my rassmotrim izope-

rimetriqesku� zadaqu v metrike ρu = u(ρ), gde u – neotrica-

telьna� vozrasta�wa� vognuta� funkci� na [0,+∞), taka� qto

u(h)/h → 1 pri h → 0+, to Iµ,ρu = Iµ,ρ ne izmenits�, v to vrem�
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kak Rh,µ,ρu = Ru−1(h),µ,ρ suwestvenno zavisit ot u (u−1 – funkci�,

obratna� k u).

Sledu�wii primer pokazyvaet, qto daжe dl� ”kanoniqeskih”

metrik vozmoжno Iµ = Iν, no Rh,µ 6= Rh,ν . Pustь M = R s obyq-

noi metrikoi ρ, µ – dvustoronnee pokazatelьnoe raspredelenie s

plotnostь�
1

2
e−|x|, a ν – (odnostoronnee) pokazatelьnoe raspre-

delenie s plotnostь� e−x, x > 0. Зkstremalьnymi dl� mery

µ i ν v (1.1.4) (sm. teoremu 1.2.1) �vl��ts� intervaly vida

(−∞, u] i [v,+∞) (priqem, v silu simmetrii, dl� mery µ moжno

rassmatrivatь intervaly tolьko pervogo vida), otkuda pr�mym

vyqisleniem nahodim, qto

Iµ(p) = Iν(p) = min
{

p, 1 − p
}

,

Rh,µ(p) =











p/α, pri p ≤ α/2,

1 − α/(4p), pri α/2 ≤ p ≤ 1/2,

1 − α(1 − p), pri p ≥ 1/2,

Rh,ν(p) =

{

p/α, pri p ≤ α/2,

1 − α(1 − p), pri p ≥ α/2.

gde α = exp(−h). Sledovatelьno Rh,µ(p) ≤ Rh,ν(p), priqem nera-

venstvo – strogoe pri α/2 < p < 1/2.

Tem ne menee, v dovolьno obwei situacii moжno datь otvet na

vopros o tom, suwestvuet i, esli da, to kakova minimalьno voz-

moжna� izoperimetriqeska� funkci� R nekotoroi mery v inte-

gralьnoi izoperimetriqeskoi zadaqe (1.1.4) pri zadannoi fun-

kcii I v sootvetstvu�wei differencialьnoi izoperimetriqes-

koi zadaqe (1.1.9).

Pustь I – poloжitelьna� nepreryvna� funkcii�, opredelen-

na� na intervale (0, 1). Poloжim

aI = −
∫ 1/2

0

dp

I(p)
, bI =

∫ 0

1/2

dp

I(p)
.
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V obwem sluqae −∞ ≤ aI < 0 < bI ≤ +∞. S funkciei I sv�жem

funkci� raspredeleni� F , odnoznaqo opredel�emu� sledu�wi-

mi svoistvami:

(i) F (a+I ) = 0, F (0) = 1/2, F (b−I ) = 1;

(ii) F imeet poloжitelьnu� nepreryvnu� proizvodnu� f na

intervale (aI , bI), priqem dl� vseh p ∈ (0, 1) f(F−1(p)) = I(p).

Zdesь F−1 : (0.1) → (aI , bI) – funkci�, obratna� k F , suжennoi

na (aI , bI). Zametim, qto

F−1(p) =

∫ p

1/2

dt

I(t)
, 0 < p < 1. (1.1.10)

Budem govoritь, qto funkci� raspredeleni� F associirovana s

I. Imeet mesto:

Teorema 1.1.1. Sledu�wee utverжdeni� зkvivalentny:

a) dl� vseh h > 0 i vseh izmerimyh mnoжestv A ⊂ M , takih

qto 0 < µ(A) < 1,

µ(Ah) ≥ F
(

F−1
(

µ(A)
)

+ h
)

;

b) dl� vseh izmerimyh A ⊂M , takih qto 0 < µ(A) < 1,

µ+(A) ≥ I
(

µ(A)
)

;

c) neravenstvo v b) vypoln�ets� dl� vseh mnoжestv A ⊂ M

mery 0 < µ(A) < 1, predstavimyh v vide obъedineni� koneqnogo

qisla otkrytyh xarov (pri dopolnitelьnom predpoloжenii, qto

M – separabelьno, i otkrytye h-okrestnosti xarov v M sutь

snova xary).

Inaqe govor�, зkvivalentny neravenstva

Rh,µ(p) ≥ F
(

F−1(p) + h
)

i Iµ(p) ≥ I(p). (1.1.11)
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Primery. Neravenstva

Iµ(p) ≥ cp(1 − p), Iµ(p) ≥ c
(

p(1 − p)
)1/2

,

gde c – fiksirovannyi poloжitelьnyi parametr, a p ∈ (0, 1) –

proizvolьno, sootvetstvenno зkvivalentny neravenstvam

Rh,µ(p) ≥ p

p+ (1− p) exp(−ch)
, h > 0,

Rh,µ(p) ≥ 1

2

(

1 − cos(ch)
)

+ p cos(ch) +
(

p(1 − p)
)1/2

sin(ch)

pri 0 < ch ≤ π/2 − arcsin(2p − 1) (i Rh,µ(p) = 1 pri bolьxih zna-

qeni�h h). Зti neravenstva prevrawa�ts� v ravenstva sootvet-

stvenno dl� mery na R s funkciei raspredeleni�
1

1 + exp(−cx)
,

x ∈ R (зto – tak nazyvaemoe logistiqeskoe raspredelenie) i dl�

ravnomernogo raspredeleni� na dvumernoi sfere v R
3 radiusa

c.

Drugoi primer: M – interval na pr�moi dliny c ili okruж-

nostь na ploskosti dliny c/2 s ravnomernyi raspredeleniem µ.

V зtom sluqae Iµ(p) = c, Rh,µ(p) = min{1, p+ch} dl� vseh p ∈ (0, 1),

h > 0.

Зkvivalentnostь b) i c) pokazyvaet, qto uslovi� na mnoжest-

va A tipa gladkosti ne suwestvenny v izoperimetriqeskih ne-

ravanstvah. V dalьneixem зto svoistvo budet ispolьzovano v

izoperimetriqeskoi zadaqe na pr�moi – uжe v зtom prosteixem

sluqae moжno poluqitь xirokii nabor vozmoжnyh izoperimet-

riqeskih funkcii, dl� kotoryh neravenstva v (1.1.11) prevra-

wa�ts� v ravenstva (sm. teoremu 1.2.2).

Svoistva a) i b) moжno sformulirovatь i v terminah lip-

xicevyh funkcii. Pustь ζ – sluqainyi зlement v M , ime�wii

raspredelenie µ, i pustь ζ∗ – sluqaina� veliqina s funkciei

raspredeleni� F , associirovannoi s I.
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Teorema 1.1.2. Svoistva a), b) зkvivalentny sledu�wemu ut-

verжdeni�. Dl� l�boi lipxicevoi funkcii g na M (‖g‖Lip ≤ 1)

suwestvuet lipxiceva� funkci� g∗ na pr�moi R, taka� qto slu-

qainye veliqiny g(ζ) i g∗(ζ∗) odinakovo raspredeleny.

Dokazatelьstvo teoremy 1.1.1. Dokazatelьtvo зkvivalentnos-

ti a) ⇐⇒ b) ne otliqaets� ot dokazatelьstva зkvivalentnosti

a)⇐⇒c), poзtomu ograniqims� poslednim. Oqevidno, ustreml��

h → 0+ v neravenstve a), poluqaem c). Qtoby vyvesti a) iz c),

poloжim Rh(p) = F (F−1(p) + h) pri h > 0, 0 < p < 1, i Rh(1) = 1

(po nepreryvnosti). Togda Rh obrazuet semeistvo (polugrup-

pu) neubyva�wih nepreryvnyh funkcii na (0, 1] so sledu�wim

svoistvom: dl� vseh h, h′ > 0 i vseh p ∈ (0, 1]

Rh+h′(p) = Rh(Rh′(p)). (1.1.12)

Nam nuжno pokazatь, qto dl� vseh podmnoжestv A ⊂ M mery

0 < µ(A) < 1,

µ(Ah) ≥ Rh(µ(A)). (1.1.13)

Nemnogo modificiruem (1.1.13): vvedem parametr σ > 1 i opre-

delim semeistvo

Rσ
h(p) = Rh/σ(p), h > 0, 0 < p < 1.

Kak i pri σ = 1, зto semeistvo udovletvor�et (1.1.12). Snaqala

pokaжem, qto dl� mnoжestv A ⊂ M mery 0 < µ(A) < 1, pred-

stavimyh v vide obъedineni� koneqnogo qisla otkrytyh xarov

v M ,

µ(Ah) ≥ Rσ
h(µ(A)), σ > 1. (1.1.14)

Polaga� v (1.1.14) σ → 1, my by poluqili (1.1.13) dl� vseh takih

mnoжestv. Itak, zafiksiruem mnoжestvo A i opredelim

∆ =
{

h > 0 : (1.1.14) vypoln�ets� dl� vseh h′ ∈ (0, h ]
}

.
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Tak kak funkci� h → Rσ
h(µ(A)) nepreryvna na (0,+∞), a funk-

ci� h→ µ(Ah) nepreryvna na (0,+∞) sleva, qtoby dokazatь, qto

∆ = (0,+∞), dostatoqno proveritь, qto

i) ε ∈ ∆, dl� vseh dostatoqno malyh ε > 0;

ii) esli h ∈ ∆, to h+ ε ∈ ∆, dl� vseh dostatoqno malyh ε > 0.

Po opredeleni� µ+, pri ε→ 0+

µ(Aε) ≥ µ(A) + µ+(A)ε+ o(ε). (1.1.15)

S drugoi storony, tak kak Rσ
ε (p) = p+ f(F−1(p))

ε

σ
+ o(ε),

Rσ
ε (µ(A)) = µ(A) + I(µ(A))

ε

σ
+ o(ε). (1.1.16)

Po uslovi� µ+(A) ≥ I(µ(A)), sledovatelьno, sravniva� (1.1.15)

i (1.1.16), prihodim k svoistvu i).

Dopustim teperь, qto h ∈ ∆. Esli µ(Ah) > Rσ
h(µ(A)), to зto

neravenstvo sohranits� i dl� h + ε s dostatoqno malym ε > 0

(tak kak funkci� h→ µ(Ah) ne ubyvaet, a funkci� h→ Rσ
h(µ(A))

nepreryvna). Esli жe µ(Ah) = Rσ
h(µ(A)), vvedem mnoжestvo B =

Ah, tak qto po neravenstvu treugolьnika Bε ⊂ Ah+ε, i poзtomu

µ(Bε) ≤ µ(Ah+ε) dl� vseh ε > 0. Esli µ(Bε) = 1, to h + ε ∈ ∆

avtomatiqeski. Predpoloжim, qto µ(Bε′) < 1 dl� nekotorogo

ε′ > 0 i pustь ε ∈ (0, ε′). V qastnosti, 0 < µ(B) < 1. Tak kak

po uslovi� A predstavimo v vide obъedineni� koneqnogo qisla

otkrytyh xarov, A = D1∪· · ·∪Dn, to i Ah = Dh
1∪· · ·∪Dh

n obladaet

зtim жe svoistvom. Poзtomu µ+(B) ≥ I(µ(B)) i moжno zapisatь

neravenstva (1.1.15) i (1.1.16) dl� B:

µ(Bε) ≥ µ(B) + µ+(B) ε+ o(ε),

Rσ
ε (µ(B)) = µ(B) + I(µ(B))

ε

σ
+ o(ε).

Sledovatelьno µ(Bε) ≥ Rσ
ε (µ(B)) dl� vseh dostatoqno malyh ε >

0. Ostaets� zametitь, qto

Rσ
h+ε(µ(A)) = Rσ

ε (Rσ
h(µ(A))) = Rσ

ε (µ(Ah))

= Rσ
ε (µ(B)) ≤ µ(Bε) ≤ µ(Ah+ε).
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Takim obrazom, svoistvo ii) provereno.

Teperь legko rasprostranitь (1.1.13) na proizvolьnye bore-

levskie mnoжestva A mery 0 < µ(A) < 1. Esli A ⊂ M otkryto,

to v silu separabelьnosti, dl� nekotoroi posledovatelьnosti

otkrytyh xarov Di ⊂ A (i ≥ 1), µ(An) → µ(A) pri n → ∞, gde

An = D1 ∪ · · · ∪ Dn. Tak kak (1.1.13) spravedlivo dl� vseh An,

to ono verno i dl� A. Pustь K ⊂ M zamknuto. Mnoжestvo Kε

otkryto, poзtomu µ(Kh+ε) ≥ µ((Kε)h) ≥ Rh(µ(Kε)). Ustreml��

ε → 0+, i tak kak
⋂

ε>0A
ε = A, poluqaem µ

(

Kh
)

≥ Rh(µ(K)) dl�

vseh h > 0. No pri 0 < h′ < h Kh′ ⊂ Kh, i sledovatelьno µ(Kh) ≥
µ
(

Kh′

)

≥ Rh′(µ(K)). Ustreml�� h′ → h, poluqaem µ(Kh) ≥
Rh(µ(K)). Nakonec, dl� proizvolьnogo izmerimogo mnoжestva A

naidets� posledovatelьnostь zamknutyh mnoжestv Kn ⊂ A, takih

qto µ(Kn) → µ(A) pri n→ ∞. Dl� vseh h > 0 imeem:

µ(Ah) ≥ µ(Kh
n) ≥ Rh(µ(Kn)) → Rh(µ(A))

pri n→ ∞. Teorema 1.1.1 dokazana.

Utverжdenie teoremy 1.1.2 vytekaet s uqetom (1.1.5) iz sle-

du�wei зlementarnoi lemmy s ξ = g(ζ), kotoru� my privodim

bez dokazatelьstva (mp oboznaqaet minimalьnu�, a v priloжe-

nii k teoreme 2.1.2 – odnoznaqno opredelennu� kvantilь por�d-

ka p).

Lemma 1.1.1. Pustь ξ i ζ∗ – sluqainye veliqiny. Neravenstvo

P {ξ ≤ mp(ξ) + h} ≥ P {ζ∗ ≤ mp(ζ∗) + h} (1.1.17)

vypoln�ets� dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0 togda i tolьko togda, kogda

dl� nekotoroi lipxicevoi funkcii g∗ : R → R (‖g∗‖Lip ≤ 1)

sluqainye veliqiny ξ i g∗(ζ∗) odinakovo raspredeleny.
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§ 1.2. Izoperimetriqeska� zadaqa na pr�moi

Ostanovims� na prosteixei izoperimetriqeskoi zadaqe, ko-

gda M = R – vewestvenna� pr�ma� s obyqnym evklidovym ras-

sto�niem ρ(x, y) = |x − y|. V зtom sluqae h-okrestnostь l�bogo

nepustogo mnoжestva A ⊂ R moжet bytь zapisana kak summa (po

Minkovskomu) Ah = A+ (−h, h), h > 0.

Pustь µ – vero�tnostna� mera na R s funkciei raspredeleni�

F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ R. Budem predpolagatь, qto µ sosredo-

toqena na nekotorom intervale (aµ, bµ) (koneqnom ili beskoneq-

nom), na kotorom µ imeet poloжitelьnu� nepreryvnu� plot-

nostь f . Pri зtom budem nazyvatь meru µ logarifmiqeski vo-

gnutoi, esli funkci� log f vognuta na (aµ, bµ). Dl� takih raspre-

delenii izoperimetriqeska� zadaqa imeet prostoe rexenie.

Teorema 1.2.1. Esli mera µ logarifmiqeski vognuta, to dl�

vseh p ∈ (0, 1) i h > 0, veliqina µ(Ah) i, kak sledstvie, veliqina

µ+(A) prinimaet naimenьxee znaqenie v klasse vseh podmno-

жestv R mery µ(A) = p na intervalah vida A = (−∞, u] ili

A = [v,+∞).

Oboznaqim qerez F−1 : (aµ, bµ) → (0, 1) funkci�, obratnu� k

F , suжennoi na (aµ, bµ). Togda teoremu 1.2.1 moжno zapisatь kak

utverжdenie ob izoperimetriqeskoi funkcii mery µ:

Rh,µ(p) = min
{

F (F−1(p) + h), 1 − F (F−1(1 − p) − h)
}

. (1.2.1)

Kak sledstvie,

Iµ(p) = min
{

f(F−1(p)), f(F−1(1 − p))
}

. (1.2.2)

Esli µ simmetriqna otnositelьno svoei mediany, to v ka-

qestve зkstremalьnyh moжno rassmatrivatь tolьko intervaly
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vida A = (−∞, u], i formuly (1.2.1)–(1.2.2) uprowa�ts�:

Rh,µ(p) = F (F−1(p) + h), Iµ(p) = f(F−1(p)). (1.2.3)

Legko videtь, ispolьzu�, naprimer, sootnoxenie (1.1.10), qto

s toqnostь� do sdviga mery otobraжenie µ → I = f(F−1) �v-

l�ets� vzaimno-odnoznaqnym sootvetstviem meжdu klassom ras-

smatrivaemyh raspredelenii µ i klassom vseh poloжitelьnyh

nepreryvnyh funkcii I na (0, 1), priqem logarifmiqeska� vo-

gnutostь mery µ ravnosilьna vognutosti I, a simmetriqnostь µ

otnositelьno svoei mediany – simmetriqnosti I otnositelьno

toqki 1/2 (to estь, svoistvu I(1 − p) = I(p) dl� vseh p ∈ (0, 1)).

Takim obrazom, simmetriqnye (otnositelьno nul�) logarifmi-

qeskih vognutye mery na pr�moi moжno zadavatь svoimi izope-

rimetriqeskimi funkci�mi, kotorye mogut bytь proizvolьny-

mi vognutymi poloжitelьnymi funkci�mi na (0, 1), simmetriq-

nymi otnositelьno toqki 1/2. Naprimer, funkcii I(p) = p(1− p)

sootvetstvuet logistiqeskoe raspredelenie, a funkcii I(p) =

min{p, 1 − p} – dvustoronnee pokazatelьnoe.

V deistvitelьnosti, oba sootnoxeni� v (1.2.3), vyraжa�wie

зkstremalьnoe svoistvo poluosei A = (−∞, u] v izoperimetri-

qeskoi zadaqe dl� mery µ (sootvetstvenno v integralьnoi i dif-

ferencialьnoi forme) vypoln��ts� dl� bolee xirokogo

klassa rassmatrivaemyh raspredelenii, qem klass vseh simmet-

riqnyh logarifmiqeski vognutyh mer. Okazyvaets�, зtot klass

moжno legko opisatь.

Budem govoritь, qto funkci� I, opredelenna� na (0, 1), subad-

ditivna, esli I(p+ q) ≤ I(p) + I(q) dl� vseh p, q ∈ (0, 1), takih qto

p+ q < 1. Imenno, imeet mesto:

Teorema 1.2.2. Sledu�wee utverжdeni� зkvivalentny:

a) Rh,µ(p) = F (F−1(p) + h) dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0;
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b) Iµ(p) = f(F−1(p)) dl� vseh p ∈ (0, 1);

c) funkci� I(p) = f(F−1(p)), 0 < p < 1, simmetriqna otnosi-

telьno toqki 1/2 i subadditivna.

Interval A = (−∞, F−1(p)] imeet µ-meru p, poзtomu v klasse

rassmatrivaemyh mer vsegda

Rh,µ(p) ≤ F (F−1(p) + h) = µ
(

(−∞, F−1(p)]h
)

,

Iµ(p) ≤ f(F−1(p)) = µ+
(

(−∞, F−1(p)]
)

.

Takim obrazom, зkstremalьnostь poluosei (−∞, x] v ”integralь-

noi” izoperimetriqeskoi zadaqe ravnosilьna ih зkstremalьnos-

ti v ”differencialьnoi” izoperimetriqeskoi zadaqe.

Sledstvie 1.2.1. Esli v izoperimetriqeskoi zadaqe dl� me-

ry µ зkstremalьnymi �vl��ts� intervaly vida (−∞, x], to µ

simmetriqna (otnositelьno svoei mediany) i imeet koneqnyi

зksponencialьnyi moment:
∫

exp(ε|x|) dµ(x) < +∞ pri dostatoqno

malom ε > 0.

Legko pokazatь, qto зto utverжdenie ostaets� v sile bez ka-

kih-libo predpoloжenii tipa suwestvovani� plotnosti, esli

svoistvo зkstremalьnosti otnosits� k izoperimetriqeskim ne-

ravenstvam v integralьnoi forme (sm. zameqanie 1.2.1). Zame-

tim takжe, qto teorema 1.2.1 �vl�ets� qastnym sluqaem teoremy

1.2.2, no tolьko v predpoloжenii simmetriqnosti mery µ.

Pristupim k dokazatelьstvam. Naqnem s (bolee prostogo) do-

kazatelьstva teoremy 1.2.2.

Dokazatelьstvo teoremy 1.2.2.

Uslovi� a) i b) зkvivalentny v silu teoremy 1.1.1 i soglasno

zameqani� o tom, qto Rh,µ(p) ≤ F (F−1(p) + h), Iµ(p) ≤ f(F−1(p)).

b) ⇒ c): po uslovi�, dl� l�bogo (izmerimogo) mnoжestva

B ⊂ R mery 0 < µ(B) < 1,

µ+(B) ≥ µ+(A) = I(µ(A)),
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gde A = (−∞, x] imeet taku� жe meru, qto i B. Pustь p ∈ (0, 1),

x = F−1(p), B = [x,+∞). Tak kak µ(B) = 1−p, to µ+(B) ≥ I(1−p).
No µ+(B) = f(x) = I(p), sledovatelьno I(p) ≥ I(1 − p), dl� vseh

p ∈ (0, 1). Zamen�� p na 1 − p, poluqaem obratnoe neravenstvo, i

znaqit I(p) = I(1 − p) dl� vseh p ∈ (0, 1).

Dl� dokazatelьstva subadditivnosti vozьmem interval B =

[x, y] ⊂ (aµ, bµ), priqem x = F−1(p), y = F−1(1 − q), gde p, q ∈ (0, 1),

0 < p+ q < 1. Tak kak µ(B) = 1 − q− p, to µ+(B) ≥ I(1 − q− p). No

µ+(B) = f(x)+f(y) = I(p)+I(1−q), sledovatelьno I(p)+I(1−q) ≥
I(1 − q − p). Uqityva� dokazannu� simmetriqnostь funkcii I,

poluqaem I(p) + I(q) ≥ I(p+ q).

c) ⇒ b): po teoreme 1.1.1, dostatoqno proveritь neravenstvo

µ+(A) ≥ I(p) dl� mnoжestv A mery p, predstavimyh v vide obъ-

edineni� koneqnogo qisla otkrytyh intervalov ∆i = (ai, bi),

1 ≤ i ≤ n. Moжno sqitatь, qto зti intervaly ne pereseka�ts�

i, bolee togo, qto net sovpada�wih koncov (tak kak pri ih skle-

ivanii µ-mera i µ-perimetr mnoжestva ne izmen�ts�). Pustь

snaqala n = 1, µ(∆1) = p. Esli a1 ≤ aµ ili b1 ≥ bµ, to dokazy-

vatь neqego. Esli aµ < a1 < b1 < bµ, to poloжim p1 = µ((−∞, a1]),

q1 = µ((−∞, b1]), tak qto 0 < p1 < q1 < 1, q1 − p1 = p. V silu

simmetriqnosti i subadditivnosti I,

µ+(∆1) = f(a1) + f(b1) = I(p1) + I(q1) = I(p1) + I(1 − q1)

≥ I(p1 + (1 − q1)) = I(q1 − p1) = I(p).

V obwem sluqae, kogda n > 1, poloжim pi = µ(∆i). Tak kak

svoistvo subadditivnosti rasprostran�ets� na l�boe koneqnoe

qislo slagaemyh, imeem:

µ+(A) =
n
∑

i=1

µ+(∆i) ≥
n
∑

i=1

I(pi) ≥ I(p).

Teorema 1.2.2 dokazana.
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Dokazatelьstvo teoremy 1.2.1. Poloжim

Rh(p) = min
{

F (F−1(p) + h), 1 − F (F−1(1 − p) − h)
}

.

Trebuets� dokazatь, qto dl� l�byh (izmerimyh) mnoжestv A,

takih qto 0 < µ(A) < 1,

µ(Ah) ≥ Rh(µ(A)), h > 0. (1.2.4)

Snaqala sdelaem nekotorye uproweni�. Vo-pervyh, moжno

sqitatь, qto

(i) a = −∞, b = +∞, to estь, µ imeet poloжitelьnu� nepre-

ryvnu� plotnostь f na vsei vewestvennoi pr�moi R i, bolee

togo, qto

(ii) proizvodna� funkcii log(f) suwestvuet vs�du i predstav-

l�et soboi nepreryvnu� ubyva�wu� funkci�.

Deistvitelьno, funkci� u = − log(f) vypukla na (a, b), poзtomu

suwestvuet posledovatelьnostь un differenciruemyh vypuklyh

funkcii na R, takih qto

1) proizvodna� un – nepreryvna� vozrasta�wa� funkci�;

2) un shodits� potoqeqno k u na (a, b) i k +∞ na R \ [a, b];

3) fn = exp(−un) �vl�ets� plotnostь� nekotoroi vero�tnos-

tnoi mery µn.

Togda mery µn logarifmiqeski vognuty, udovletvor��t svoi-

stvam (i) − (ii), i, krome togo, µn(A) → µ(A), dl� vseh (borelev-

skih) mnoжestv A. V qastnosti, Fn(x) → F (x) dl� vseh x ∈ R, i

F−1
n (pn) → F−1(p), kak tolьko pn → p ∈ (0, 1), gde Fn – funkcii

raspredeleni� µn, a F
−1
n – obratnye k Fn. Esli by (1.2.4) bylo

dokazano dl� µn, to estь,

µn(Ah) ≥ min
{

Fn(F−1
n (µn(A)) + h), 1 − Fn(F−1

n (1 − µn(A)) − h)
}

,

to osuwestvl�� predelьnyi perehod, my by poluqili (1.2.4) dl�

mery µ.
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Itak, predpoloжim, qto svoistva (i) − (ii) vypolna�ts�. Is-

polьzu� nepreryvnostь funkcii Rh(p) po pare argumentov (p, h),

legko svesti (1.2.4) k rassmotreni� mnoжestv A, predstavimyh

v vide obъedineni� koneqnogo qisla nepereseka�wihs� zamknu-

tyh intervalov. Dl� udobstva budem rassmatrivatь rasxiren-

nu� pr�mu� [−∞,+∞]. V dalьneixem budet udobnee imetь delo

s zamknutymi h-okrestnost�mi A + [−h, h], kotorye takжe oboz-

naqim qerez Ah (oqevidno, зto ne men�et zadaqu). Zafiksiruem

p ∈ (0, 1) i h > 0.

V kaqestve pervogo xaga issleduem situaci�, kogda A sosto-

it tolьko iz odnogo intervala – zdesь nam potrebuets� bolee

silьnoe utverжdenie, qem (1.2.4).

Oboznaqim qerez Ap(a) interval [a, b] ⊂ [−∞,+∞] µ-mery p,

−∞ ≤ a < b ≤ +∞. Peremenna� a moжet men�tьs� v intervale

[−∞, F−1(1 − p)], a b = b(a) budem rassmatrivatь kak funkci� ot

a, opredel�emu� ravenstvom

F (b) − F (a) = p. (1.2.5)

Zametim, qto mnoжestvo Bp(a) = (−∞, a] ∪ [b,+∞), gde b = b(a),

imeet µ-meru 1 − p.

Lemma 1.2.1. Suwestvuet a0 = a0(p, h) ∈ [−∞, F−1(1− p)], takoe
qto funkci� a → µ(Ap(a)h) vozrastaet na intervale [−∞, a0] i

ubyvaet na intervale [a0, F
−1(1 − p)]. To жe samoe spravedlivo

i dl� funkcii a→ µ(Bp(a)h) s nekotorym a′0.

Dokazatelьstvo. Oqevidno, qto funkci� b vozrastaet,

b(−∞) = F−1(p), b(F−1(1 − p)) = +∞.

Differencirovanie (1.2.5) daet f(b)b′ − f(a) = 0. Differen-

ciru� funkci� ϕ(a) = µ(Ap(a)h) = F (b+h)−F (a−h), my poluqim

ϕ′(a) = f(b+ h)b′ − f(a− h) = f(b+ h)
f(a)

f(b)
− f(a− h)

= f(a)
[

f(b+ h)

f(b)
− f(a− h)

f(a)

]

.
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Priraweni� u(x + h) − u(x) strogo vypukloi funkcii u(x) =

− log f(x) predstavl��t vozrasta�wu� funkci� x ∈ R. Poз-

tomu, funkci� U(a) = f(a− h)/f(a) vozrastaet, a funkci� V (a) =

f(b+ h)/f(b) ubyvaet. Takim, obrazom, funkci�

ϕ′(a)

f(a)
= V (a) − U(a)

nepreryvna i ubyvaet na (−∞, F−1(1 − p)). Sledovatelьno voz-

moжen tolьko odin iz treh sluqaev:

a) suwestvuet toqka a0 ∈ (−∞, F−1(1 − p)), taka� qto ϕ′ > 0 na

(−∞, a0) i ϕ′ > 0 on (a0, F
−1(1 − p));

b) ϕ′ < 0 na (−∞, F−1(1 − p));

c) ϕ′ > 0 na (−∞, F−1(1 − p)).

V sluqae a) pervoe utverжdenie lemmy 1.2.1 vypoln�ets� s

a0 ∈ (−∞, F−1(1− p)). V sluqa�h b) i c) ono takжe vypoln�ets� s

a0 = F−1(1 − p) i a0 = −∞, sootvetstvenno.

Dokazatelьstvo vtorogo utverжdeni� lemmy 1.2.1 ne otliqa-

ets� ot dokazatelьstva pervogo, tak kak pri b− a ≥ 2h

1 − µ(Bp(a)h) = F (b− h) − F (a+ h),

i moжno ispolьzovatь toqno takoi жe analiz.

Pereidem teperь ko vtoromu xagu: predpoloжim, qto mnoжes-

tvo A µ-mery p predstavl�et soboi obъedinenie koneqnogo qisla

nepereseka�wihs� zamknutyh intervalov ∆i = [ai, bi], −∞ ≤ a1 <

b1 < . . . < an < bn ≤ +∞.

Moжno sqitatь, bolee togo, qto h-okrestnosti dannyh inter-

valov ∆h
i = [ai − h, bi + h] ne pereseka�ts�. V protivnom sluqae,

esli ∆h
i ∩ ∆h

j 6= ∅ dl� nekotoryh i < j, imeem ∆h
i ∪ ∆h

j = [ai, bj ]
h

i, poзtomu dva intervala ∆i i ∆j (vmeste so vsemi vnutrennimi

intervalami, esli takovye naiduts�) mogut bytь zameneny na
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odin interval [ai, bj ], tak qto mera novogo mnoжestva vozrastet,

v to vrem� kak mera h-okrestnosti ne izmenits� (priqem novoe

mnoжestvo budet uжe sosto�tь iz menьxego qisla intervalov,

nepereseka�wihs� svoimi h-okrestnost�mi).

Teperь budem izmen�tь mnoжestvo A, dviga� s rast�жeniem

ili sжatiem intervaly ∆i tak, qtoby sohran�lasь ih mera pi =

µ(∆i) i sledovatelьno mera p vsego mnoжestva A, i pri зtom

vnutrennosti intervalov ne peresekalisь. Takim obrazom, pra-

vye koncy intervalov bi = b(ai) budut opredel�tьs� levymi so-

glasno (1.2.5). Po lemme 1.2.1 v sluqae, kogda ai ≤ a0(pi, h), my

moжem dvigatь ai vlevo vplotь do toqki ai = bi−1 pri i > 1 ili

do ai = −∞ pri i = 1. Sootvetstvenno v sluqae ai > a0(pi, h)

my dvigaem ai vpravo do teh por, poka bi = ai+1 pri i < n ili

bi = +∞ pri i = n.

Primen�� зtu proceduru k l�bomu iz vnutrennih intervalov

∆i (1 < i < n, n ≥ 3), my poluqim novyi interval ∆′
i mery pi i

novoe mnoжestvo A1, otliqa�wees� ot A tem, qto interval ∆i

zamenen na ∆′
i. Togda µ(A1) = µ(A), no po lemme 1.2.1

µ(Ah
1 ) ≤

∑

µ((∆′
j)

h) ≤
∑

µ(∆h
j ) = µ(Ah), (1.2.6)

tak kak Ah
1 = ∪(∆′

j)
h, i ∆h

j (1 ≤ j ≤ n) ne pereseka�ts�. Krome

togo, A1 budet sosto�tь iz n− 1 intervala. Moжno prodolжitь

зtot process i postroitь mnoжestva A2, . . . , An−2. Poslednee

mnoжestvo budet sosto�tь iz dvuh intervalov. Ewe raz pri-

men�� proceduru k зtim dvum intervalam, my poluqim mnoжes-

tvo B sledu�wih treh tipov (vkl�qa� oqevidnye sluqai n = 1

i n = 2):

B = [−∞, a], B = [b,+∞], B = [−∞, a] ∪ [b,+∞].

Vo vseh sluqa�h µ(B) = µ(A), µ(Bh) ≤ µ(Ah), tak kak (1.2.6)

ispolьzovalosь na kaжdom xage. Qtoby iskl�qitь mnoжestva
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tretьego tipa, ostaets� primenitь vtoroe utverжdenie lemmy

1.2.1. Teorema 1.2.1 dokazana.

Dokazatelьstvo sledstvi� 1.2.1. Poloжim

C = lim inf
p→0+

Iµ(p)/p.

Pustь p ∈ (0, 1) fiksirovano. V silu teoremy 1.2.2, funkci� Iµ =

f(F−1) simmetriqna otnositelьno toqki p = 1/2 (to estь mera µ

simmetriqna otnositelьno svoei mediany m – pustь dl� opre-

delennosti m = 0) i subadditivna. Poзtomu Iµ(
∑

pi) ≤
∑

Iµ(pi)

dl� koneqnyh semeistv (pi) poloжitelьnyh qisel, takih qto
∑

pi < 1. V silu nepreryvnosti I, moжno rassmatrivatь takжe

sqetnye semeistva. Esli by bylo C = 0, to dl� l�bogo ε >

0 moжno bylo by vybratь taku� posledovatelьnostь pi → 0+,

qto Iµ(pi)/pi ≤ ε. Vybira� podposledovatelьnostь (vozmoжno s

povtor��wimis� qlenami), moжno sqitatь, qto
∑

pi = p. No

togda

Iµ(
∑

i

pi) ≤
∑

i

Iµ(pi) ≤
∑

i

εpi = εp,

to estь, Iµ(p) = 0 (v silu proizvolьnosti ε). Sledovatelьno C >

0. Tak kak Iµ simmetriqna otnositelьno 1/2, to dl� nekotorogo

c > 0 Iµ(p) ≥ cp(1 − p) dl� vseh p ∈ (0, 1). Po teoreme 1.1.1 (i

soglasno posledu�wemu primeru, sv�zannomu s logistiqeskim

raspredeleniem),

F (F−1(p) + h) = Rh,µ(p) ≥ p

p+ (1− p) exp(−ch)
, h > 0.

V qastnosti, pri p =
1

2
imeem F (h) ≥ 1

1 + exp(−ch)
dl� vseh h > 0,

qto i dokazyvaet suwestvovanie koneqnyh зksponencialьnyh mo-

mentov.

Zameqanie 1.2.1. V utverжdenii sledstvi� 1.2.1. s pomowь�

primerno teh жe rassuжdenii, primen�emyh k integralьnoi izo-

perimetriqeskoi funkcii Rh,µ (vmesto Iµ), moжno sn�tь uslovie
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suwestvovani� (nepreryvnoi poloжitelьnoi) plotnosti mery µ.

Deistvitelьno, pustь (bez kakih-libo dopolnitelьnyh predpo-

loжenii)

Rh,µ(p) = inf
µ(A)≥p

µ(Ah) = F
(

(F−1(p) + h)−
)

(1.2.7)

dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0 (F−1(p) oboznaqaet naimenьxu� kvan-

tilь F por�dka p). To estь, dl� kaжdogo mnoжestva A ⊂ R mery

0 < µ(A) < 1 naidets� poluinterval vida B = (−∞, b], takoi

qto µ(A) ≤ µ(B) i pri зtom µ(Ah) ≥ µ(Bh). Esli primenitь зto

svoistvo k poluintervalam vida A = [a,+∞) i zapisatь ego v

terminah sluqainyh veliqin ξ i ζ∗, takih qto ξ imeet raspre-

delenie µ, a ζ∗ = −ξ, to my poluqim v toqnosti neravenstvo

(1.1.17). V silu lemmy 1.1.1, dl� nekotoroi funkcii g∗ : R → R,

takoi qto ‖g∗‖Lip ≤ 1, s.v. ξ i g∗(ζ∗) budut odinakovo rasprede-

leny. Ots�da legko poluqaem, qto dl� nekotorogo a ∈ R s.v.

ξ− a i ζ∗ odinakovo raspredeleny, to estь, mera µ simmetriqna

otnositelьno svoei mediany.

Krome togo, iz (1.2.7) s uqetom simmetriqnosti µ, poluqaem

svoistvo subadditivnosti funkcii Rh,µ: dl� vseh 0 < p, q < 1,

takih qto p+ q < 1,

Rh,µ(p+ q) ≤ Rh,µ(p) +Rh,µ(q). (1.2.8)

Pokaжem, qto lim infp→0+ Rh,µ(p)/p > 1 dl� vseh dostatoqno bolь-

xih h > 0. Esli зtot lim inf = 1, to dl� vseh ε > 0 mnoжestvo

Eε = {p ∈ (0, 1) : Rh,µ(p) ≤ (1 + ε)p} beskoneqno, i krome togo

0 ∈ Eε. Poзtomu dl� kaжdogo p ∈ (0, 1) moжno podobratь posle-

dovatelьnostь pn ∈ Eε, taku� qto rn = p1+· · ·+pn → p pri n→ ∞.

V silu (1.2.8),

Rh,µ(rn) ≤ Rh(p1) + · · · +Rh(pn) ≤ (1 + ε)(p1 + · · · + pn) ≤ (1 + ε)p.
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Ustreml�� n → ∞ i ispolьzu� nepreryvnostь sleva funkcii

Rh,µ, poluqaem Rh,µ(p) ≤ (1+ε)p. V silu proizvolьnosti ε > 0 i s

uqetom obratnogo neravenstva Rh,µ(p) ≥ p, prihodim k ravenstvu

Rh,µ(p) = p, p ∈ (0, 1). No takoe vozmoжno (pri vseh h > 0) tolьko

dl� vyroжdennoi mery.

Itak, moжno podobratь h > 0, p0 ∈ (0, 1) i c > 1, takie qto

Rh,µ(p) = F
(

(F−1(p) + h)−
)

≥ cp dl� vseh p ∈ (0, p0] (neobhodimo

cp0 ≤ 1). Sledovatelьno F (F−1(p) + 2h) ≥ cp, to estь, F−1(cp) −
F−1(p) ≤ 2h. V qastnosti,

F−1(ckp) − F−1(ck−1p) ≤ 2h

dl� vseh k = 1, . . . , n, esli cn−1p ≤ p0. Summirovanie po vsem

k daet F−1(cnp) − F−1(p) ≤ 2nh. Primen�� зto neravenstvo k

p = p0c
−n, poluqaem

F−1(p0c
−n) ≥ −2nh+ F−1(p0).

Ots�da uжe legko pri nekotorom a > 0 poluqitь ocenku vida

F (x) ≥ exp(ax) pri x→ −∞.

Zameqanie 1.2.2. Rassmotrenie ”integralьnoi” izoperimet-

riqeskoi zadaqi dl� bolee xirokih klassov, neжeli teh, o ko-

toryh xla reqь v teoremah 1.2.1 i 1.2.2, privodit, kak pra-

vilo, k зkstremalьnosti mnoжestv, sostavlennyh bolee, qem iz

odnogo intervala. Зto, odnako, v menьxei stepeni otnosits� k

”differencialьnoi” izoperimetriqeskoi zadaqe. Vozьmem dl�

primera klass odnoverxinnyh (unimodalьnyh) raspredelenii

µ, ne ime�wih atoma v verxine. V зtom sluqae moжno pokazatь

([N]), qto veliqina µ+(A) minimiziruets� pri uslovii µ(A) = p

na nekotorom intervale A = [x, y], to estь,

Iµ(p) = inf{f(F−1(p1)) + f(F−1(p2)) : p1, p2 > 0, p1 + p2 = p}.
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Esli raspredelenie µ simmetriqno otnositelьno svoei verxiny

m, to зto vyraжenie uprowaets�:

Iµ(p) = min{f(F−1(p)), 2f(F−1(min(p, 1 − p)/2))},

to estь, v kaqestve minimiziru�wih vystupa�t intervaly vi-

da (−∞, x], a takжe intervaly, simmetriqnye otnositelьno m.

Naprimer, esli µ imeet plotnostь

f(x) =
1

(|x|+ 2)2
, x ∈ R,

to f(F−1(p)) = min{p2, (1 − p)2} i, sledovatelьno

Iµ(p) =
1

2
min{p2, (1 − p)2} =

1

2
f(F−1(p)).

Otmetim, qto klass odnoverxinnyh raspredelenii vkl�qaet v

seb� vse logarifmiqeski vognutye mery. No зto ne verno dl�

klassa mer, opisannyh v teoreme 1.2.2. K poslednemu klassu

prinadleжit mera µ s plotnostь�

f(x) =
1

2
e|x|, |x| < log 2,

dl� kotoroi funkci� I(p) = f(F−1(p)) = max{p, (1 − p)} �vl�ets�

izoperimetriqeskoi funkciei, tak kak ona udovletvor�et svoi-

stvu c) iz teoremy 1.2.2. No, koneqno, µ ne �vl�ets� odno-

verxinnoi.
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§ 1.3. Funkcionalьna� forma izoperimetriqeskih

neravenstv. I

Vozvratims� k abstraktnoi situacii § 1.1 – izoperimetriqes-

kim neravenstvam v integralьnoi forme

µ(U(A)) ≥ R(µ(A)), (1.3.1)

gde µ – (borelevska�) vero�tnostna� mera v topologiqeskom pro-

stranstve M , i okrestnosti mnoжestv

U(A) =
⋃

a∈A

U(a) (1.3.2)

stro�ts� s pomowь� nekotoroi sistemy U(x) otkrytyh okrest-

nostei toqek x ∈ M . V (1.3.1) R : [0, 1] → [0, 1] – nekotora� voz-

rasta�wa� nepreryvna� funkci�, taka� qto R(0) = 0, R(1) = 1.

Spraxivaets�: kogda i kak moжno obobwitь (1.3.1) s ”mno-

жestv” na ”funkcii”? Qtoby sdelatь vopros bolee korrektnym,

sleduet vvesti pon�tie ”okrestnosti” Ug funkcii g tak, qtoby

na indikatornyh funkci�h g = 1A poluqitь preжnee opredelenie

(1.3.2).

Dl� l�boi funkcii g : M → R poloжim

Ug(x) = sup{g(a) : x ∈ U(a)}, x ∈M. (1.3.3)

Togda, koneqno, U(1A) = U(A). V kaqestve ”modelьnogo” nera-

venstva budem rassmatrivatь sledu�wu� funkcionalьnu� for-

mu dl� (1.3.1):

EUg ≥ R
(

ER−1(f)
)

, (1.3.4)

gde g – proizvolьna� izmerima� (po Borel�) funkci� na M so

znaqeni�mi v [0, 1], R−1 – obratna� k R, i matematiqeskie oжi-

dani� ponima�ts� v smysle mery µ.
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Oqevidno, na indikatornyh funkci�h зto neravenstvo vozvra-

waet nas k pervonaqalьnomu neravenstvu (1.3.1), tak qto (1.3.4)

deistvitelьno moжet sluжitь funkcionalьnoi formoi dl�

(1.3.1). Odnako, primenenie (1.3.4) k funkci�m, prinima�wim

dva proizvolьnyh znaqeni� (a ne tolьko 0 i 1), uжe privodit

k nekotorym suwestvennym ograniqeni�m na R. K sqastь�, vo

mnogih vaжnyh sluqa�h takie ograniqeni� ne usil�ts� pri ras-

smotrenii v (1.3.4) bolee obwih funkcii.

Teorema 1.3.1. Pustь R : [0, 1] → [0, 1] – vozrasta�wa� vognuta�

funkci�, R(0) = 0, R(1) = 1, oblada�wa� sledu�wimi svoistva-

mi: dl� vseh p, q ∈ [0, 1]

R(pq) ≤ R(p)R(q), (1.3.5)

S(pq) ≥ S(p)S(q), (1.3.6)

gde S(p) = 1 −R(1 − p), p ∈ [0, 1]. Togda, esli (1.3.1) vypoln�ets�

dl� vseh izmerimyh mnoжestv A ⊂M , to (1.3.4) vypoln�ets� dl�

vseh izmerimyh funkcii g : M → [0, 1].

Opredelenie 1.3.1. Budem govoritь, qto neubyva�wa� funk-

ci� R : (0, 1] → (0, 1] �vl�ets� mulьtiplikativnym modulem, esli

R(pq) ≤ R(p)R(q) dl� vseh p, q ∈ (0, 1].

Opredelenie 1.3.2. Mulьtiplikativnyi modulь R budem na-

zyvatь soverxennym modulem, esli S(pq) ≥ S(p)S(q) dl� vseh

p, q ∈ [0, 1), gde S(p) = 1 −R(1 − p).

Budem govoritь, qto soverxennyi modulь R – netrivialьnyi,

esli R 6= 1 (toжdestvenno).

V dalьneixem nam potrebuets� issledovatь razliqnye svoi-

stva mulьtiplikativnyh modulei. Zdesь жe tolьko otmetim,

qto netrivialьnyi soverxennyi modulь R, doopredelennyi po

nepreryvosti ravenstvom R(0) = 0, dolжen bytь vozrasta�wei
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(i sledovatelьno nepreryvnoi) biekciei iz [0,1] v [0,1]. Pri

зtom neravenstvo v (1.3.6) moжno zapisatь kak

R∗(pq) ≤ R∗(p)R∗(q),

gde R∗(p) = 1 − R−1(1 − p) – svoego roda ”dualьna�” funkci�

k R (R−1 – funkci�, obratna� k R). Takim obrazom, vozras-

ta�wa� biekci� R : [0, 1] → [0, 1] �vl�ets� soverxennym modu-

lem togda i tolьko togda, kogda R i R∗ �vl��ts� odnovremenno

mulьtiplikativnymi modul�mi.

Primery. Pustь 0 < α ≤ 1, h > 0. Soverxennymi modul�mi

�vl��ts� funkcii:

1) R(p) = pα (lemma 2.4.3);

2) R(p) = min{pα, 1 − (1 − p)1/α} (sledstvie 2.4.3);

3) R(p) = F (F−1(p) + h), gde funkci� raspredeleni� F pri-

nadleжit klassu, opisannomu v sledstvii 1.4.1.

Dokazatelьstvo teoremy 1.3.1 osnovano na sledu�wem utver-

жdenii.

Lemma 1.3.2. Pustь R : [0, 1] → [0, 1] – vozrasta�wa� vognuta�

funkci�, taka� qto R(0) = 0, R(1) = 1. Funkci� R �vl�ets�

soverxennym modulem togda i tolьko togda, kogda dl� vseh 0 ≤
y ≤ x ≤ 1, 0 ≤ p ≤ 1,

R(px+ (1 − p)y) ≤ R(p)R(x) + (1 −R(p))R(y), (1.3.7)

ili, bolee obwo, kogda dl� l�boi funkcii raspredeleni� F ne-

kotoroi vero�tnostnoi mery na [0, 1]

R

(
∫ 1

0

R−1 dF

)

≤
∫ 1

0

R(1 − F (t)) dt. (1.3.8)

Dokazatelьstvo. Snaqala zametim, qto (1.3.7) prevrawaets�

v (1.3.5) kogda y = 0 i prevrawaets� v (1.3.6) kogda x = 1, v to
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vrem�, kak (1.3.8) prevrawaets� v (1.3.7) dl� mer s dvum� atom-

ami. Takim obrazom, ostaets� iz (1.3.5)–(1.3.6) vyvesti (1.3.7)

i (1.3.8). Zafiksiruem c ∈ [0, 1] i p ∈ [0, 1]. Leva� qastь (1.3.7)

posto�nna na segmente

∆(c) = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1, px+ (1 − p)y = c},

v to vrem� kak prava� qastь predstavl�et soboi vognutu� funk-

ci� pary (x, y) ∈ ∆(c). Poзtomu (1.3.7) vypoln�ets� na vsem

segmente, togda i tolьko togda, kogda зto neravenstvo vypoln�-

ets� v koncevyh toqkah ∆(c). No v koncevyh toqkah (x, y), oqe-

vidno, y = 0 ili x = 1. Pri takih ograniqeni�h (1.3.7) svodits�,

sootvetstvenno. k (1.3.5) i (1.3.6).

Dl� dokazatelьstva (1.3.8), snova zafiksiruem c ∈ [0, 1] i ras-

smotrim vypukloe kompaktnoe mnoжestvo

K(c) =

{

F :

∫ 1

0

R−1dF = c

}

v prostranstve vseh vero�tnostnyh raspredelenii na [0,1] (s

topologiei slaboi shodimosti). Snova leva� qastь (1.3.8) po-

sto�nna naM(c), v to vrem� kak prava� qastь predstavl�et soboi

vognutu� nepreryvnu� funkci� ”toqki” F ∈ M(c). Poзtomu,

(1.3.8) vypoln�ets� na vsemM(c), togda i tolьko togda, kogda зto

neravenstvo vypoln�ets� dl� vseh зkstremalьnyh toqek M(c).

No зkstremalьnye toqki M(c) ime�t maksimum dva atoma, a dl�

takih mer (1.3.8) svodits� k (1.3.7).

Zameqanie. Qtoby poslednee rassuжdenie sdelatь bolee do-

kazatelьnym, moжno ograniqitьs� v (1.3.8) merami s nositelem

v koneqnom mnoжestve T = {t1, · · · , tn} ⊂ [0, 1]. Esli poloжitь

ai = R−1(ti), i esli pi – vesa F v toqkah ti, to nam nuжno naiti

зkstremalьnye toqki vypuklogo kompakta

Kn(c) =

{

(p1, · · · , pn) : pi ≥ 0,

n
∑

i=1

pi = 1,

n
∑

i=1

aipi = c

}

.
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Horoxo izvestno, qto зkstremalьnye toqki pereseqeni� l�bo-

go mnogogrannika ∆ s giperploskostь� leжat na rebrah ∆. V

naxem sluqae v roli

∆ = {(p1, · · · , pn) : pi ≥ 0,
n
∑

i=1

pi = 1}

vystupaet standratnyi simpleks, u kotorogo зkstremalьnye to-

qki sutь зlementy standartnogo bazisa ei v R
n, a giperplos-

kostь opredel�ets� uravneniem
∑n

i=1 aipi = c. Sledovatelьno,

toqki na rebrah budut imetь vid tei + (1 − t)ej , t ∈ [0, 1].

Dokazatelьstvo teoremy 1.3.1. Otmetim prosteixie svoistva

operacii U .

a) 0 ≤ g ≤ Ug ≤ 1, esli 0 ≤ g ≤ 1;

b) {Ug > t} = U({g > t}) dl� vseh t ∈ R;

c) poзtomu funkci� Ug polunepreryvna snizu i, sledovatelь-

no, izmerima.

S uqetom зtih svoistv i, primen�� (1.3.1) i (1.3.8) k funkcii

g : M → [0, 1] s funkciei raspredeleni� F (t) = µ({g ≤ t}), imeem:

EUg =

∫ 1

0

µ({Ug > t}) dt =

∫ 1

0

µ(U({g > t})) dt

≥
∫ 1

0

R(µ({g > t})) dt =

∫ 1

0

R(1 − F (t)) dt

≥ R

(
∫ 1

0

R−1 dF

)

= R
(

ER−1(g)
)

.

Teorema 1.3.1 dokazana.
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§ 1.4. Funkcionalьna� forma izoperimetriqeskih

neravenstv. II

Primenim teoremu 1.3.1 k qastnomu sluqa�, kogda (M,ρ, µ) –

metriqeskoe prostranstvo s vero�tnostnoi meroi, priqem, kak

obyqno, izoperimetriqeska� zadaqa rassmatrivaets� dl� kano-

niqeskoi operacii Uh(A) = Ah, h > 0. Budem teperь ishoditь

iz izoperimetriqeskih neravenstv, zapisannyh v differenci-

alьnoi forme,

µ+(A) ≥ I(µ(A)), (1.4.1)

gde I – nekotora� poloжitelьna� nepreryvna� funkci� na (0,1),

i A ⊂M – proizvolьnoe izmerimoe (po Borel�) mnoжestvo mery

0 < µ(A) < 1. Budem takжe predpolagatь, qto I simmetriqna

otnositelьno toqki p = 1/2.

Naxa zadaqa – naiti sootvetstvu�wu� funkcionalьnu� for-

mu dl� (1.4.1). Esli zapisatь зto neravenstvo v integralь-

noi forme (ispolьzu� teoremu 1.1.1), to po teoreme 1.3.1 my

moжem poluqitь celoe semeistvo funkcionalьnyh neravenstv,

zaindeksirovannyh parametrom h. Poзtomu жelatelьno naiti

infinitezimalьnu� versi�, kotora� soderжala by v sebe vse

зto semeistvo.

Pustь F – funkci� raspredeleni�, associirovanna� s I: ona

byla opredelena sootnoxeniem (1.1.10) qerez obratnu� funk-

ci�

F−1(p) =

∫ p

1/2

dt

I(t)
, 0 < p < 1. (1.4.2)

Snova poloжim

Rh(p) = F
(

F−1(p) + h
)

, 0 < p < 1, h ∈ R. (1.4.3)

Adaptiru� opredelenie (1.3.3), nam sleduet opredelitь

Uhg(x) = sup{g(a) : ρ(a, x) < h}, x ∈M, h > 0.
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Esli by okazalosь, qto pri vseh h > 0 Rh �vl�ets� vognutym

soverxennym modulem, to po teoreme 1.1.1 i 1.3.1

EUhg ≥ Rh

(

ER−1
h (g)

)

(1.4.4)

dl� vseh izmerimyh funkcii g na M so znaqeni�mi v [0, 1] (R−1
h –

obratna� k Rh, i matematiqeskie oжidani� ponima�ts� v smys-

le mery µ). My poluqim iskomoe neravenstvo, polaga� v (1.4.4)

h→ 0+.

Qtoby soverxitь takoi predelьnyi perehod, otmetim snaqa-

la nekotorye neobhodimye predpoloжeni�, vyteka�wie iz togo

fakta, qto Rh obrazuet semeistvo vognutyh soverxennyh modu-

lei. Vo pervyh, funkci� Rh dolжna bytь vozrasta�wei biekcii

v (0, 1), priqem Rh(0+) = 0, Rh(1−) = 1 (lemma 1.4.2), qto ravno-

silьno tomu, qto nositelь mery F estь vs� vewestvenna� pr�ma�

R ili, v terminah I,

∫ 1

0

dt

I(t)
= +∞. (1.4.5)

Vo-vtoryh, polaga� h → 0+ v neravenstve Rh(pq) ≤ Rh(p)Rh(q),

poluqaem drugoe neobhodimoe uslovie:

I(pq)

pq
≤ I(p)

p
+

I(q)

q
, p, q ∈ (0, 1). (1.4.6)

Зto uslovie okazyvaets� takжe i dostatoqnym dl� togo, qtoby

vse Rh byli mulьtiplikativnymi modul�mi (lemma 1.4.3). V

deistvitelьnosti uslovie (1.4.6) – bolee silьnoe, qem (1.4.5):

esli zapisatь (1.4.6) dl� koneqnyh naborov (pi)1≤i≤n, v qast-

nosti, kak neravenstvo I(pn) ≤ npn−1I(p), legko vyvesti ocenku

I(p) ≤ Cp log(1/p) s nekotoroi posto�nni C, ne zavis�wei ot

p ∈ (0, 1). S uqetom simmetriqnosti funkcii I zakl�qaem, qto

(1.4.6) vleqet (1.4.5), i pri зtom I(0+) = I(1−) = 0.
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Zametim, qto mera F simmetriqna otnositelьno nul� (v silu

simmetriqnosti I), i poзtomu kak sledstvie (1.4.6) i (1.3.5)

funkcii

Sh(p) ≡ 1 −Rh(1 − p) = R−1
h (p) = R−h(p)

udovletvor��t neravenstvu (1.3.6): Sh(pq) ≥ Sh(p)Sh(q) (v ter-

minah ”dualьnoi” funkcii R∗
h = Rh).

Nakonec, vognutostь vseh Rh ravnosilьna vognutosti funkcii

I (lemma 1.4.5).

Takim obrazom, (1.4.6) i vognutostь funkcii I (v dopolnenie

k pervonaqalьnomu uslovi� simmetriqnosti) – vot te uslovi�,

pri kotoryh my moжem poluqitь semeistvo funkcionalьnyh ne-

ravenstv (1.4.4). Qtoby rassmatrivatь malye h v levoi qasti

зtogo neravenstva, vvedem sledu�wee

Opredelenie 1.4.1. Dl� funkcii g na M budem nazyvatь fun-

kci�

|∇g(x)| = lim sup
ρ(x,y)→0+

|g(x)− g(y)|
ρ(x, y)

, x ∈M, (1.4.7)

modulem gradienta g (polaga� |∇g(x)| = 0 v izolirovannyh toq-

kah).

Oqevidno, dl� differenciruemyh funkcii g na M = R
n (s

evklidovoi metrikoi ρ = ρ2) (1.4.7) opredel�et modulь (t.e., ℓ2-

normu) obyqnogo gradienta. V obwem sluqae uslovie nepreryv-

nosti garantiruet izmerimostь |∇g|. V dalьneixem my budem

primen�tь зto opredelenie tolьko k funkci�m, ime�wih koneq-

nu� lipxicevu normu na vseh xarah v M . V R
n зto svoist-

vo svodits� k lokalьnoi lipxicevosti, i, kak izvestno, takie

funkcii poqti vs�du differenciruemy (teorema Rademahera).

Teorema 1.4.1. Pustь I – vognuta� nepreryvna� funkci� na

[0,1], poloжitelьna� na (0,1), simmetriqna� otnositelьno toqki

1/2 i udovletvor��wa� uslovi� (1.4.6). Sledu�wie uslovi�
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зkvivalentny.

a) dl� vseh izmerimyh mnoжestv A ⊂M µ+(A) ≥ I(µ(A));

b) dl� vseh izmerimyh funkcii g : M → [0, 1] i h > 0

EUhg ≥ Rh(ER−h(g)) ;

c) dl� l�boi funkcii g : M → [0, 1], ime�wei koneqnu� lip-

xicevu normu na vseh xarah v M ,

I(Eg) −EI(g) ≤ E|∇g|. (1.4.8)

Naprimer, funkcionalьnoi formoi dl� izoperimetriqeskogo

neravenstva µ+(A) ≥ cµ(A)(1 − µ(A)) sluжit neravenstvo

c Var(g) ≤ E|∇g|

(zametim, qto зto neravenstvo – neodnorodnoe). V зtom sluqae

I(p) = p(1 − p), i neravenstvo (1.4.6), oqevidno, vypoln�ets�.

Odno dostatoqnoe uslovie dl� (1.4.6) v terminah associirovan-

noi funkcii F budet privedeno v lemme 1.4.4.

Funkci� I = Iµ optimalьna dl� neravenstva v a). V зtom vaж-

nom sluqae v predpoloжenii nepreryvnosti funkcii Iµ uslovie

(1.4.6) takжe i neobhodimo dl� vypolneni� neravenstva (1.4.8):

esli ego primenitь k qg s lipxicevymi funkci�mi g, approksi-

miru�wimi indikatornye funkcii 1A mnoжestv A ⊂ M mery p

(kak v lemme 1.4.1), to my poluqim neravenstvo (1.4.6) dl� Iµ.

Dokazatelьstvo teoremy 1.4.1. S uqetom upom�nutyh lemm

1.4.2, 1.4.3 i 1.4.5, a) vleqet b). Vyvedem c) iz b). Predpoloжim,

qto ε < g < 1 − ε pri nekotorom ε ∈ (0, 1/2). Napomnim, qto

F imeet nepreryvnu�, poloжitelьnu� na vsei qislovoi pr�-

moi proizvodnu� f = F ′, priqem I(p) = F ′(F−1(p)). Togda pri

ε ≤ p ≤ 1 − ε i |h| ≤ 1

Rh(p) − p− I(p)h = F (F−1(p) + h) − p− f(F−1(p))h

=

∫ h

0

[f(F−1(p) + t) − f(F−1(p))] dt ≤ ω(|h|)h,
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gde ω = ω(s) – modulь nepreryvnosti funkcii f na intervale

[aε, bε] = [F−1(ε) − 1, F−1(1 − ε) + 1]:

ω(s) = sup {|f(u) − f(v)| : |u− v| ≤ s;u, v ∈ [aε, bε]}.

Tak kak ω(|h|) → 0 pri h→ 0, imeem

Rh(p) = p+ I(p)h+ cp(h)h, 0 < p < 1, (1.4.9)

gde cp(h) → 0 pri h → 0 ravnomerno na intervale ε ≤ p ≤ 1 − ε.

Kak sledstvie,

ER−h(g) = Eg − EI(g)h + o(h), h→ 0.

Snova, tak kak ε < ER−h(g) < 1 − ε pri dostatoqno malyh h,

primen�� (1.4.9) k p = ER−h(g), poluqaem

Rh(ER−h(g)) = (Eg −EI(g)h + o(h)) + I(ER−h(g))h + o(h),

to estь,

Rh(ER−h(g))−Eg

h
= I(Eg) − EI(g) + o(1), h > 0 (1.4.10)

Pereidem teperь k levoi qasti neravenstva v b). Predpolo-

жim dopolnitelьno, qto g(x) − g(y) ≤ cρ(x, y) dl� vseh x, y ∈ M ,

to estь, g imeet koneqnu� lipxicevu normu na vsem M . Ots�da

Uhg(x) − g(x) ≤ ch dl� vseh x ∈M i h > 0. Zametim, qto

lim sup
h→0+

Uhg(x)− g(x)

h
= lim sup

y→x

g(y)− g(x)

ρ(x, y)
≤ |∇g(x)|.

Primen�� b), (1.4.10) i teoremu Lebega o maжoriruemoi shodi-

mosti, poluqaem

E|∇g| ≥ E lim sup
h→0+

Uhg − g

h
≥ lim sup

h→0+

E
Uhg − g

h

≥ lim sup
h→0+

Rh(ER−h(g))−Eg

h
≥ I(Eg) − EI(g).
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Takim obrazom, (1.4.8) ustanovleno pri uslovii, qto znaqe-

ni� g otdeleny ot 0 i 1, i ‖g‖Lip < +∞. Esli жe pervoe pred-

poloжenie naruxeno, no vypolneno vtoroe, to moжno primenitь

(1.4.8) k funkci�m gε = min{max(g, ε), 1−ε}, dl� kotoryh ‖gε‖Lip ≤
‖g‖Lip < +∞. Ustreml�� ε → 0+, poluqaem (1.4.8) dl� g. Nako-

nec, v obwem sluqae, fiksiru� toqku x0 v M , rassmotrim useqe-

ni� vida gr(x) = g(x)Tr(x), r > 0, x ∈M , gde

Tr(x) =











1, esli ρ(x0, x) < r,

r + 1 − ρ(x0, x), esli r ≤ ρ(x0, x) ≤ r + 1,

0, esli ρ(x0, x) > r + 1,

Oqevidno, ‖Tr‖Lip ≤ 1 i ‖gr‖Lip ≤ |g(x0)|+rCr, gde Cr – lipxiceva

konstanta g na xare D(x0, r). Krome togo,

|∇gr(x)| =

{ |∇g(x)|, esli ρ(x0, x) < r,

0, esli ρ(x0, x) > r + 1.

Esli жe r < ρ(x0, x) < r + 1, r < ρ(x0, y) < r + 1, to

|gr(y) − gr(x)| ≤ |g(y) − g(x)| + |g(x)|ρ(x, y),

sledovatelьno

|∇gr(x)| = lim sup
y→x

|gr(y) − gr(x)|
ρ(x, y)

≤ |∇g(x)| + |g(x)|.

Ustreml�� r → +∞ po mnoжestvu takih znaqenii, dl� kotoryh

µ{x : ρ(x0, x) = r} + µ{x : ρ(x0, x) = r + 1} = 0, poluqaem

E|∇gr| ≤ E|∇g| + E|g| 1{r<ρ(x0,x)<r+1} → E|∇g|. (1.4.11)

Primen�� (1.4.8) k fr s uqetom (1.4.11) i togo, qto gr shodits� k

g potoqeqno, poluqaem (1.4.8) dl� g.

c) ⇒ a): kak ranee otmeqalosь, dostatoqno v neravenstve a)

rassmatrivatь tolьko zamknutye A. Approksimiru� v (1.4.8)
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indikatornu� funkci� 1A lipxicevymi funkci�mi iz niжe-

sledu�wei lemmy, my prihodim k neravenstvu v a).

Lemma 1.4.1. Dl� l�bogo zamknutogo mnoжestva A ⊂M suwes-

tvuet posledovatelьnostь funkcii gn : M → [0, 1], ‖gn‖Lip < +∞,

potoqeqno shod�wihs� pri n→ ∞ k 1A, takih qto

lim sup
n→∞

E|∇gn| ≤ µ+(A).

Dokazatelьstvo. Pustь A nepusto. Tak kak dl� vseh 0 < h < h′,

Ah ⊂ Ah′

, µ-perimetr moжno opredelitь kak

µ+(A) = lim inf
h→0+

µ(Ah)− µ(A)

h
.

Sledovatelьno dl� nekotori posledovatelьnosti hn → 0+ imeem

µ(Ahn )− µ(A)

hn
→ µ+(A).

Vozьmem cn ∈ (0, 1), takie qto cn → 0, i poloжim

gn(x) = min

{

1,
ρ(Acnhn , x)

(1− cn)hn

}

,

gde ρ(B, x) = inf{ρ(b, x) : b ∈ B}. Tak kak ‖ρ(B, x)‖Lip ≤ 1, imeem

‖gn‖Lip ≤ 1

(1− cn)hn
, i poзtomu |∇gn(x)| ≤ 1

(1− cn)hn
dl� vseh

x ∈ M . Zametim, qto dl� x /∈ Ahn ρ(A, x) ≥ hn, i po neravenstvu

treugolьnika ρ(Acnhn , x) ≥ (1 − cn)hn. Dl� takih x gn(x) = 1

i, sledovatelьno |∇gn| = 0 na otkrytom mnoжestve M \ Ahn .

Analogiqno, gn = 0 na (otkrytom) mnoжestve Acnhn , poзtomu

|∇gn| = 0 na Acnhn i, v qastnosti, na A. Takim obrazom,

E|∇gn| ≤
µ(Ahn) − µ(A)

(1 − cn)hn
−→ µ+(A).

Lemma dokazana.
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Lemma 1.4.2. Pustь R – mulьtiplikativnyi modulь. Togda

a) R(1) = 1, pri зtom R nepreryvna v toqke p = 1;

b) esli R(p) < 1 dl� nekotorogo p ∈ (0, 1), to R(0+) = 0;

c) esli R(p) < 1 dl� vseh p ∈ (0, 1), to R vozrastaet na (0, 1];

d) esli R – netrivialьnyi soverxennyi modulь, to R – voz-

rasta�wa� biekci� v (0, 1].

Dokazatelьstvo.

a): R(p) ≤ R(p)R(1), sledovatelьno R(1) = 1. Pri зtom, esli

by limp→1− R(p) = α < 1, to ustreml�� p, q → 1− v neravenstve

R(pq) ≤ R(p)R(q), my by poluqili α ≤ α2, qto vozmoжno tolьko

pri α = 0. Sledovatelьno α = 1.

b): Esli p0 ∈ (0, 1) i R(p0) < 1, to R(pn0 ) ≤ R(p0)n → 0.

c): R(pq) ≤ R(p)R(q) < R(p) dl� vseh q ∈ (0, 1).

d): Vozьmem p0 ∈ (0, 1), takoe qto R(p0) < 1. Soglasno b),

R(0+) = 0, sledovatelьno S(1−) = 1. Zafiksiruem p ∈ (0, 1).

Pustь p1 i q1 strem�ts� sootvetstvenno k p i 1 tak, qtoby p1 > p

i p1q1 < p. Togda iz neravenstva S(p1q1) ≥ S(p1)S(q1) poluqaem,

qto S(p−) ≥ S(p+). Tak kak S ne ubyvaet, S(p−) = S(p+), to estь,

S nepreryvna v toqke p. Sledovatelьno R nepreryvna na (0,1).

Qtoby dokazatь poslednee utverжdenie v d), zametim, qto

S(q0) > 0 dl� q0 = 1 − p0. Poзtomu S(qn0 ) ≥ S(q0)n > 0. Tak

kak S ne vozrastaet, S(q) > 0 dl� vseh q ∈ (0, 1), tak qto R(p) < 1

dl� p ∈ (0, 1). Ostaets� vospolьzovatьs� c).

Lemma 1.4.3. Pustь F – funkci� raspredeleni� s nepreryvnoi

poloжitelьnoi plotnostь� f na R, F−1 : (0, 1) → R – obratna� k

F . Pustь Rh(p) = F (F−1(p)+h), p ∈ (0, 1] (Rh(1) = 1). Sledu�wie

uslovi� зkvivalentny:

a) dl� vseh h > 0 Rh – mulьtiplikativnyi modulь: dl� l�byh

p, q ∈ (0, 1)

Rh(pq) ≤ Rh(p)Rh(q); (1.4.12)
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b) dl� l�byh p, q ∈ (0, 1),

f(F−1(pq))

pq
≤ f(F−1(p))

p
+

f(F−1(q))

q
. (1.4.13)

Sledstvie 1.4.1. Pustь F – funkci� raspredeleni� s nepre-

ryvnoi poloжitelьnoi plotnostь� f na R, priqem, mera F sim-

metriqna (otnositelьno svoei mediany). Dl� vseh h > 0 Rh

budet soverxennym modulem togda i tolьko togda, kogda vypol-

neno uslovie (1.4.13).

Dokazatelьstvo lemmy 1.4.3. Polaga� v (1.4.12) h → 0+, pri-

hodim k (1.4.13). Obratno: kak i v dokazatelьstve teoremy 1.1.1,

vospolьzuems� tem vaжnym svoistvom, qto semeistvo Rh, h ∈ R,

obrazuet odnoparametriqesku� gruppu vozrasta�wih biekcii v

(0, 1): dl� l�byh h i h′ Rh+h′ – superpozici� Rh i Rh′ (priqem

R−h – obratna� k Rh). Poзtomu, esli (1.4.13) verno dl� h i

h′, to зto neravenstvo verno i dl� h + h′, tak qto tolьko ma-

lye znaqeni� h suwestvenny v (1.4.12), a dl� nih ono svodits�

k (1.4.13). Qtoby sdelatь зto rassuжdenie strogim, dopustim

snaqala, qto neravenstvo v (1.4.12) – strogoe dl� vseh p, q ∈ (0, 1).

Zafiksiruem p, q ∈ (0, 1) i poloжim

J(p, q) =
{

h > 0 : (1.4.13) verno dl� vseh h′ ∈ (0, h]
}

.

Nuжno pokazatь, qto J(p, q) = (0,+∞) dl� vseh p, q ∈ (0, 1). Oqe-

vidno h ∈ J(p, q) pri dostatoqno malyh h > 0 i, tak kak Rh

nepreryvno zavisit ot h, dostatoqno pokazatь, qto kak tolьko

h ∈ J(p, q), h + ε ∈ J(p, q) dl� vseh dostatoqno malyh ε > 0.

Pustь h ∈ J(p, q), i poloжim p′ = Rh(p), q′ = Rh(q). V qast-

nosti, Rh(pq) ≤ p′q′. V sluqae Rh(pq) < p′q′ dokazyvatь neqego,

tak qto moжno predpoloжitь, qto Rh(pq) = p′q′. Poloжim I(t) =

f(F−1(t)) pri 0 < t < 1. Togda dl� vseh t ∈ (0, 1) pri ε → 0
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Rε(t) = t+ I(t)ε + o(ε). V qastnosti,

Rh+ε(p) = Rε(Rh(p)) = p′ + I(p′)ε+ o(ε),

Rh+ε(q) = Rε(Rh(q)) = q′ + I(q′)ε+ o(ε),

Rh+ε(pq) = Rε(Rh(pq)) = p′q′ + I(p′q′)ε+ o(ε). (1.4.14)

Pervye dva razloжeni� da�t

Rh+ε(p)Rh+ε(q) = p′q′ + (p′I(q′) + q′I(p′))ε+ o(ε). (1.4.15)

Po predpoloжeni� I(p′q′) < p′I(q′) + q′I(p′) i, sravniva� (1.4.14)

s (1.4.15), zakl�qaem, qto Rh+ε(pq) < Rh+ε(p)Rh+ε(q), i, sledova-

telьno h+ ε ∈ J(p, q) dl� vseh dostatoqno malyh ε > 0.

V obwem sluqae, kogda v (1.4.13) vozmoжno ravenstvo, ras-

smotrim funkcii vida FT (x) = F (T (x)), gde T : R → R – vypuk-

la� funkci� s nepreryvnoi vozrasta�wei proizvodnoi T ′ > 0

na R, T (−∞) = −∞, T (+∞) = +∞. Oboznaqim qerez T−1 i

F−1
T obratnye k T i FT , sootvetstvenno. Proverim, qto FT

udovletvot�et predpoloжeni�m, sdelannym na pervom xage.

Imeem: fT (x) ≡ F ′
T (x) = f(T (x))T ′(x), F−1

T (p) = T−1(F−1(p)), sle-

dovatelьno

IT (p) ≡ fT (F−1
T (p)) = f(F−1(p))T ′(T−1(F−1(p))) = I(p)α(p),

gde α(p) = T ′(T−1(F−1(p))). Funkci� α vozrastaet na (0, 1), po-

зtomu dl� vseh p, q ∈ (0, 1), α(pq) < min
{

α(p), α(q)
}

. Ispolьzu�

(1.4.13) dl� funkcii I, imeem:

IT (pq)

pq
=

I(pq)

pq
α(pq) ≤ I(p)

p
α(pq) +

I(q)

q
α(pq)

<
I(p)

p
α(p) +

I(q)

q
α(q) =

IT (p)

p
+

IT (q)

q
,

to estь IT udovletvor�et (1.4.13) so strogim neravenstvom. Sle-

dovatelьno, soglasno pervomu xagu, dl� l�byh p, q ∈ (0, 1) i

h > 0

FT (F−1
T (pq) + h) ≤ FT (F−1

T (p) + h)FT (F−1
T (q) + h). (1.4.16)
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Podbira� posledovatelьnostь T = Tn tak, qtoby Tn(x) → x pri

n → ∞ potoqeqno, poluqim FTn
(x) → F (x) i F−1

Tn
(p) → F−1(p)

dl� vseh x ∈ R i p ∈ (0, 1), i sledovatelьno v predele (1.4.16)

prevratits� v (1.4.12). Lemma 1.4.3 dokazana.

Lemma 1.4.4. Predpoloжim, qto funkci� raspredeleni� F

imeet nepreryvnu� poloжitelьnu� plotnostь f na R, taku� qto

funkci� log(f/F ) vognuta. Togda dl� vseh p, q ∈ (0, 1),

f(F−1(pq))

pq
≤ f(F−1(p))

p
+

f(F−1(q))

q
.

Dokazatelьstvo. Pokaжem, qto (1.4.12) vypoln�ets� pri vseh

h > 0. Funkci�

ϕh(x) = − log(Rh(exp(−x)) = − log(F (F−1(exp(−x)) + h))

poloжitelьna, nepreryvna i vozrastaet na (0,+∞), i pri зtom

ϕh(0+) = 0. V terminah ϕh svoistvo (1.4.12) zapixets� kak

ϕh(x+ y) ≥ ϕh(x) + ϕh(y), x, y ≥ 0,

poзtomu dostatoqno proveritь, qto ϕh vypukla na (0,+∞). Oqe-

vidno, ϕh differenciruema, priqem

ϕ′
h(x) =

R′
h(e

−x)

Rh(e−x)
e−x =

f(F−1(e−x) + h)

f(F−1(e−x))

e−x

F (F−1(e−x) + h)

ne ubyvaet na (0,+∞) togda i tolьko togda, kogda funkci�

f(F−1(p) + h)

f(F−1(p))

p

F (F−1(p) + h)

ne vozrastaet na (0, 1), to estь (dela� zamenu p = F (x)), kogda

funkci�
f(x+ h)/F (x+ h)

f(x)/F (x)

ne vozrastaet na R. Зto verno, tak kak priraweni� funkcii

log(f/F ) na intervalah [x, x+ h] ne vozrasta�t.
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Nakonec, privedem neskolьko зkvivalentnyh opredelenii lo-

garifmiqeskoi vognutosti dl� mer na vewestvennoi pr�moi.

Pustь µ – neatomiqeska� vero�tnostna� mera na R s funkciei

raspredeleni� F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ R. Poloжim

a = inf
{

x ∈ R : F (x) > 0
}

, b = sup
{

x ∈ R : F (x) < 1
}

.

Budem predpolagatь, qto F (strogo) vozrastaet na (a, b). Oboz-

naqim qerez F−1 : (a, b) → (0, 1) obratnu� k F funkci�.

Lemma 1.4.5. Sledu�wie uslovi� зkvivalentny:

a) mera µ logarifmiqeski vognuta;

b) funkcii Rh(p) = F (F−1(p) + h) vognuty na (0, 1) pri h > 0;

c) µ imeet nepreryvnu� poloжitelьnu� plotnostь f na (a, b),

priqem funkci� I(p) = f(F−1(p)) vognuta na (0, 1).

Dokazatelьstvo. Budem predpolagatь, qto a = −∞, b = +∞ (v

obwem sluqae dokazatelьstvo praktiqeski ne izmenits�).

a) ⇒ b): po uslovi� µ imeet nepreryvnu� poloжitelьnu�

plotnostь f , taku� qto funkci� log f vognuta na R. Sledova-

telьno dl� kaжdogo h > 0 prirawenie log f(x + h) − log f(x) =

log(f(x+ h)/f(x)) predstavl�et soboi nevozrasta�wu� funkci�

na R, i znaqit proizvodna� R′
h(p) = f(F−1(p)+h)/f(F−1(p)) opre-

delena i ne vozrastaet. Зto vleqet vognutostь Rh.

a) ⇒ c): funkci� f absol�tno nepreryvna, priqem suwestvu-

et proizvodna� Radona-Nikodima f ′ taka�, qto f ′/f – nevozras-

ta�wa� proizvodna� Radona-Nikodima funkcii log f . Tak kak F

– nepreryvno differenciruema�, funkci�

I ′(p) =
f ′(F−1(p))

f(F−1(p))

predstavl�et soboi proizvodnu� Radona-Nikodima funkcii I na

(0,1). Oqevidno, I ′ ne vozrastaet, poзtomu I vognuta.
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c) ⇒ a): po uslovi�, suwestvuet nevozrasta�wa� proizvodna�

Radona-Nikodima I ′. Tak kak F nepreryvno differenciruema,

funkci� I ′(F (x))f(x) predstavl�et soboi proizvodnu� Radona-

Nikodima funkcii I(F (x)). No I(F (x)) = f(x) dl� vseh x ∈
R, sledovatelьno f absol�tno nepreryvna i, bolee togo, f ′ ≡
I ′(F (x))f(x) – proizvodna� Radona-Nikodima funkcii f(x). Poз-

tomu, I ′(F ) = f ′/f – proizvodna� Radona-Nikodima funkcii log f .

Tak kak I ′(F ) ne vozrastaet, log f vognuta na R.

b) ⇒ a): zametim, qto dokazyvatь neqego pri uslovii, qto F

imeet poloжitelьnu� nepreryvnu� plotnostь f . Deistvitelь-

no, v зtom sluqae I(p) = limh→0+(Rh(p) − p)/h vognuta kak po-

toqeqnyi predel vognutyh funkcii, i my poluqaem c) i znaqit

a). Зtogo uжe dostatoqno dl� nuжd teoremy 1.4.1. Tem ne menee,

interesno, qto pri uslovii b) nikakoi singularnoi komponenty

u µ bytь ne moжet, i niжe my privodim sootvetstvu�wee dokaza-

telьstvo.

Itak, dl� vseh h > 0 Rh vognuta, sledovatelьno suwestvuet

nevozrasta�wa� proizvodna� Radona-Nikodima Lh funkcii Rh,

priqem ona moжet bytь vybrana nepreryvnoi sprava. Krome

togo, Lh(p) > 0 dl� vseh p ∈ (0, 1) (tak kak v dopolnenie k vo-

gnutosti, Rh vozrastaet i Rh(p) → 1 pri p → 1−). Tak kak

Rh(F (x)) = F (x+ h), moжno zapisatь toжdestvo

F (y + h) − F (x+ h) =

∫ F (y)

F (x)

Lh(t) dt,

spravedlivoe dl� vseh x, y ∈ R i h > 0. Ustreml�� y → x, polu-

qaem

F (y+h)−F (x+h) = Lh(F (x))(F (y)−F (x))+o(F (y)−F (x)), y → x+,

F (y+h)−F (x+h) = Lh(F (x)−)(F (y)−F (x))+o(F (y)−F (x)), y → x−.
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V qastnosti, esli F differenciruema v toqke x, to suwestvu�t

predely

fr(x+ h) ≡ lim
y→x+

F (y + h)− F (x+ h)

y − x
= Lh(F (x))F ′(x),

fl(x+ h) ≡ lim
y→x−

F (y + h)− F (x+ h)

y − x
= Lh(F (x)−)F ′(x).

Tak kak h > 0 proizvolьno i po teoreme Lebega F differenci-

ruema poqti vo vseh x ∈ R, znaqenie x+h moжet bytь proizvolь-

nym, tak qto funkcii fr(x) i fl(x) opredeleny dl� vseh x ∈ R i

predstavl��t soboi sootvetstvenno pravu� i levu� proizvod-

nu� F na vsei qislovoi pr�moi. Krome togo, зti funkcii udov-

letvor��t ravenstvam

fr(x+ h) = Lh(F (x))fr(x), (1.4.17)

fl(x+ h) = Lh(F (x)−)fl(x) (1.4.18)

dl� vseh x ∈ R i h > 0. Ispolьzu� (1.4.18), zametim, qto esli

fl(x0) = 0 v nekotoroi toqke x0, to fl = 0 vs�du na [x0,+∞). No

fr = fl = F ′ poqti vs�du, sledovatelьno my by imeli fr(x1) =

0 v nekotoroi toqke x1 > x0, i soglasno (1.4.17), togda fr =

0 vs�du na [x1,+∞). V rezulьtate, my by poluqili, qto na

intervale [x1,+∞) F ′ suwestvuet vs�du, priqem F ′ = 0, to estь,

F posto�nna na зtom intervale. Зto, koneqno, protivoreqit

predpoloжeni� o vozrastanii F .

Takim obrazom, fl(x) > 0 dl� vseh x ∈ R. Po tem жe priqinam

dl� vseh x ∈ R fr(x) > 0. Teperь my moжem vvesti funkcii

gr = log fr i gl = log fl i zapisatь (1.4.17)–(1.4.18) kak

gr(x+ h) − gr(x) = Lh(F (x)), gl(x+ h) − gl(x) = Lh(F (x)−).

Kak sledstvie, priraweni� gr i gl predstavl��t soboi nevozras-

ta�wie funkcii, poзtomu gr i gl budut ob�zatelьno vognutymi,
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esli pokazatь, qto oni nepreryvny. Dl� vseh x ≤ y i vseh h > 0

my imeem

gr(y + h) − gr(x+ h) ≤ gr(y) − gr(x). (1.4.19)

Apriori, gr i gl dolжny bytь nepreryvnymi vo vseh toqkah

nekotorogo mnoжestva S ⊂ R vtoroi kategorii. Deistvitelь-

no, funkci� fr �vl�ets� potoqeqnym predelom

fr(x) = lim
n→∞

n
(

F (x+
1

n
) − F (x)

)

posledovatelьnosti nepreryvnyh funkcii, i to жe samoe otno-

sits� k funkcii gr. Sledovatelьno gr prinadleжit k pervomu

klassu Bзra, i po teoreme Bзra (sm. napr. [20, §31]), vse

toqki razryvnosti gr obrazu�t mnoжestvo pervoi kategorii.

Dalee, rassuжda� ot protivnogo, predpoloжim, qto gr imeet

toqku razryva x0, to estь, vypolneno po-krainei mere odno iz

sledu�wih qetyreh uslovii:

1) lim inf
y→x+

0

gr(y) < gr(x0); 2) lim sup
y→x+

0

gr(y) > gr(x0);

3) lim inf
y→x−

0

gr(y) < gr(x0); 4) lim sup
y→x−

0

gr(y) > gr(x0).

V pervom sluqae, ustreml�� v (1.4.19) y → x0 sprava, my polu-

qim dl� vseh h > 0

lim inf
y→x+

0

gr(y + h) < gr(x0 + h)

i tak kak x+ h moжet bytь l�bym qislom v (x0,+∞), зto budet

protivoreqitь nepreryvnosti gr vo vseh toqkah S. Vo vtorom

sluqae, ber� x = x0 − h i ustreml�� v (1.4.19) y → x0 − h sprava,

my poluqim dl� vseh h > 0

lim sup
y→(x0−h)+

gr(y) < gr(x0 − h),
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to estь, gr budet razryvnoi sprava vo vseh toqkah (−∞, x0), qto

snova protivoreqit nepreryvnosti gr vo vseh toqkah S. Pome-

n�em teperь mestami rolь x i y v (1.4.19): dl� vseh y ≤ x i vseh

h > 0 my imeem

gr(y + h) − gr(x+ h) ≥ gr(y) − gr(x). (1.4.20)

Primen�� (1.4.20) k sluqa�m 3) i 4), toqno takжe poluqim raz-

ryvy sleva vo vseh toqkah poluosei (−∞, x0) i (x0,+∞), soot-

vetstvenno.

Takim obrazom, funkci� gr i (po tem жe priqinam) gl nepre-

ryvny na vsei qislovoi pr�moi. Sledovatelьno зti funkcii

vognuty. Tak kak oni nepreryvny i fr = fl poqti vs�du, za-

kl�qaem, qto fr(x) = fl(x) = F ′(x) dl� vseh x ∈ R. Poзtomu

proizvodna� f = F ′ predstavl�et soboi poloжitelьnu� plot-

nostь µ, taku� qto funkci� log f vognuta.

Teperь dokazatelьstvo polnoe.
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§ 1.5. Funkcionalьna� forma izoperimetriqeskogo

neravenstva dl� gaussovskoi mery

Napomnim, qto standartnu� gaussovsku� meru v R
n my oboz-

naqili qerez γn. Kak obyqno,

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2, Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t) dt, x ∈ [−∞,+∞],

oboznaqa�t sootvetstvenno plotnostь i funkci� raspredele-

ni� γ1. Pustь Φ−1 : [−∞,+∞] → [0, 1] – obratna� k Φ.

Izoperimetriqeska� teorema dl� mery γn utverжdaet, qto

dl� vseh izmerimyh mnoжestv A ⊂ R
n i h > 0

γn(Ah) ≥ Φ(Φ−1(γn(A)) + h) (1.5.1)

(h-okrestnostь ponimaets� v smysle evklidovoi metriki). Зk-

vivalentno,

γ+n (A) ≥ ϕ(Φ−1(γn(A))). (1.5.2)

S uqetom togo, qto na poluprostranstvah (1.5.1)-(1.5.2) prevra-

wa�ts� v ravenstva, dl� izoperimetriqeskih funkcii mery γn

my imeem vyraжeni�

Rh,γn
(p) = Φ(Φ−1(p) + h), Iγn

(p) = ϕ(Φ−1(p)),

0 ≤ p ≤ 1, h > 0. Poskolьku зti funkcii ne zavis�t ot razmer-

nosti, budem oboznaqatь ih prosto Rh,γ i Iγ. Primenim teoremu

1.4.1:

Teorema 1.5.1. Dl� l�boi lokalьno lipxicevoi funkcii g na

R
n so znaqeni�mi v [0, 1]

Iγ(Eg) −EIγ(g) ≤ E|∇g|, (1.5.3)
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gde matematiqeskie oжidani� pomima�ts� v smysle mery γn.

Krome togo, (1.5.3) vleqet (1.5.1) i (1.5.2).

Dokazatelьstvo. Nuжno lixь proveritь, qto vypoln�ets�

svoistvo (1.4.6). Tak kak ϕ simmetriqna otnositelьno 0, to

soglasno lemme 1.4.4, dostatoqno proveritь, qto funkci� u =

log(ϕ/Φ) vognuta. Imeem: u′(x) = −x− ϕ(x)/Φ(x), i

u′′(x) = −1 +
xϕ(x)Φ(x) + ϕ(x)2

Φ(x)2
≤ 0

togda i tolьko togda, kogda v(x) = Φ(x)2 − xϕ(x)Φ(x) − ϕ(x)2 ≥ 0.

Zametim, qto dl� vseh x ∈ R

v′(x) = ϕ(x)
[

(1 + x2)Φ(x) + xϕ(x)
]

≥ 0, (1.5.4)

tak kak dl� otricatelьnyh x = −t, t ≥ 0, (1.5.4) – зto horoxo

izvestnoe neravenstvo 1 − Φ(t) ≥ (t/(1 + t2))ϕ(t). Sledovatelьno

v ne ubyvaet, i ostaets� zametitь, qto v(−∞) = 0.

Zameqani�.

1) Vmesto (1.4.6) moжno srazu prover�tь, priqem na osnove

(1.5.1) dl� razmernosti n = 2, qto Rh,γ �vl�ets� mulьtiplika-

tivnym modulem: esli vz�tь

A1(p) = {x ∈ R
2 : x1 ≤ Φ−1(p)},

A2(q) = {x ∈ R
2 : x2 ≤ Φ−1(q)},

A(p, q) = A1(p) ∩ A2(q),

to, primen�� (1.5.1) s uqetom togo, qto A(p, q)h ⊂ A1(p)h ∩A2(q)h

i γ2(A(p, q)) = pq, my poluqim

Rh,γ(p)Rh,γ(q) = γ2(A1(p)h)γ2(A2(q)h)

= γ2(A1(p)h ∩ A2(q)h)

≥ γ2(A(p, q)h) ≥ Rh,γ(pq).
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2) Pri n = 1 (1.5.1) i (1.5.2) – qastnye sluqai teoremy 1.2.2,

i my poluqaem odnomernyi variant (1.5.3), ispolьzu� lixь sim-

metriqnostь i subadditivnostь funkcii Iγ. S drugoi storony,

po teoreme Зrharda [126], esli g∗ zavisit tolьko ot peremen-

noi x1, ne ubyvaet po x1 i imeet takoe жe raspredelenie, qto

i funkci� g, to E|∇g∗| ≤ E|∇g|. Takim obrazom moжno bylo by

svesti (1.5.3) k razmernosti n = 1 ili, inaqe govor�, teorema

Зrharda vleqet izoperimetriqeskoe svoistvo poluprostranstv

(i obratno). Otmetim, qto teorema Зrharda predstavl�et soboi

gaussovskii analog izvestnogo utverжdeni� dl� mery Lebega

(sm. Brazers i Cimer [95]).

3) Ne izvestno, moжno li usilitь (1.5.1), esli ograniqitьs�

absol�tno-vypuklymi mnoжestvami (sm. [21], [176]). Interes-

noi i v to жe vrem� trudnoi �vl�ets� i zadaqa ob obrawenii

(1.5.1) v klasse vypuklyh mnoжestv A. Naprimer, legko polu-

qitь ocenku γ+n (A) ≤ c n1/2 ([68]). Зto neravenstvo bylo usileno

Bollom [63]: γ+n (A) ≤ 4n1/4. Vopros ob ocenivanii sverhu veli-

qiny γ+n (A) sv�zan s nekotorymi vero�tnostnymi zadaqami.
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§ 1.6. Odnorodnye neravenstva tipa Soboleva

Pustь (M,ρ) – metriqeskoe prostranstvo, snabжennoe (bore-

levskoi) vero�tnostnoi meroi µ. Zdesь my ostanovims� na dru-

gih primerah predstavleni� izoperimetriqeskih neravenstv v

forme analitiqeskih neravenstv tipa Soboleva. Imenno, nas

budut interesovatь neravenstva vida

L(g) ≤ E|∇g|, (1.6.1)

gde L – nekotoryi odnorodnyi funkcional, i g – proizvolьna�

lipxiceva funkci� na M , vhod�wa� v oblastь opredeleni� L.

V otliqie ot neodnorodnyh funkcionalov L(g) = I(Eg) − EI(g),

rassmotrennyh ranee, zdesь my ne budem imetь ograniqeni tipa

0 ≤ g ≤ 1. S drugoi storony, issledu� nekotorye qastnye vari-

anty (1.6.1), my rassqityvaem rasxiritь klass mer µ, naid�

uslovi�, pri kotoryh (1.6.1) vypoln�ets�, priqem na indika-

tornyh funkci�h prevrawaets� v (toqnoe) izoperimetriqeskoe

neravenstvo (to estь, neset v sebe informaci� ob зkstremalьnyh

mnoжestvah v differencialьnoi izoperimetriqeskoi zadaqe dl�

mery µ).

Xirokii klass funkcionalov L v (1.6.1) byl rassmotren Rot-

hauzom [206]. Imenno, pustь G – nepustoe semeistvo par (u1, u2)

summiruemyh po mere µ funkcii na M . Poloжim

L(g) = sup
(u1,u2)∈G

E(g+u1 + g−u2), (1.6.2)

gde g+ = max(g, 0), g− = max(−g, 0). Znaqenie L(g), koneqnoe ili

net, korrektno opredeleno dl� vseh g, takih qto g+u1 i g−u2 µ-

summiruemy, kak tolьko (u1, u2) ∈ G. V qastnosti, esli u1 = −u2,
to (1.6.2) prevrawaets� v funkcional vida

L(g) = sup
u∈G

Egu, (1.6.3)
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gde supremum berets� po nekotoromu (formalьno drugomu) se-

meistvu G µ-summiruemyh funkcii u. Uжe зtot qastnyi sluqai

vkl�qaet v seb� mnogie vaжnye funkcionaly. Naprimer, v ka-

qestve L moжno rassmatrivatь Lα-normu

L(g) = ‖g‖α =
(

E|g|α
)1/α

, 1 ≤ α ≤ +∞.

Bolee obwo, esli (B, ‖ · ‖) – banahovo prostranstvo izmerimyh

funkcii na M (s obyqnym otoжdestvleniem funkcii, sovpada�-

wih na mnoжestve µ-mery 1) so svoistvami

(i) (|f | ≤ |g| p.n. i g ∈ B) ⇒ (f ∈ B i ‖f‖ ≤ ‖g‖);
(ii) dl� l�boi nevozrasta�wei posledovatelьnosti funkcii

{gn} ⊂ B, shod�weis� p.n. k funkcii g ∈ B, ‖gn‖ → ‖g‖,
to norma L(g) = ‖g‖ predstavima v vide (1.6.3) (svoistvo (i)

opredel�et B kak idealьnoe banahovo prostranstvo (po drugoi

terminologii – K-prostranstvo), i v зtom sluqae svoistvo po-

lunepreryvnosti normy (ii) �vl�ets� takжe i neobhodimym dl�

predstavimosti normy v vide (1.6.3), sm. [16]).

Koneqno, funkcional L(g) = ‖g‖ nelьz� rassmatrivatь v(1.1.6)

dl� vseh g i sleduet funkcii g kakim-libo obrazom centriro-

vatь, naprimer, predpolaga�, qto Eg = 0. Зto зkvivalentno

(1.1.6) s funkcionalom L(g) = ‖g−Eg‖, kotoryi takжe, kak i mo-

dulь gradienta, invarianten otnositelьno sdvigov g → g+const.

Oqevidno, qto esli norma v B predstavima v vide (1.6.3), to v

зtom vide predstavim i funkcional L(g) = ‖g −Eg‖.
Vaжnym primerom sluжit prostranstvo Orliqa B = LΨ(M,µ)

vseh izmerimyh funkcii g na M s koneqnoi normoi

‖g‖Ψ = inf
{

λ > 0 : EΨ(g/λ) ≤ 1
}

,

gde Ψ : R → [0,+∞) – (proizvolьna�) qetna� vypukla� funkci�,

taka� qto Ψ(0) = 0, Ψ(x) > 0 pri x > 0. Takie funkcii my bu-

dem nazyvatь funkci�mi �nga (nazyvaemye inogda v literature
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takжe funkci�mi Orliqa). Norma v зtom idealьnom banahovom

prostranstve predstavima v vide (1.6.2), i my budem sootvet-

stvenno rassmatrivatь v (1.6.1) funkcional L(g) = ‖g − Eg‖Ψ.
Primerom funkcionala, predstavimogo v vide (1.6.2), no ne

predstavimogo v vide (1.6.3) moжet sluжitь t.n. зntropi�

L(g) = E|g| log |g| − E|g| logE|g| = sup
Eeu≤1

E|g|u.

Imenno зtot primer privodit Rothauz, vvod� bolee xirokii po

sravneni� s (1.6.3) klass funkcionalov.

Imeet mesto:

Teorema 1.6.1. Pustь L opredelen s pomowь� (1.6.2). Sledu-

�wie uslovi� зkvivalentny:

a) dl� vseh izmerimyh podmnoжestv A ⊂M

µ+(A) ≥ max(L(1A), L(−1A)); (1.6.4)

b) dl� vseh funkcii g na M , ime�wih koneqnu� lipxicevu

normu na kaжdom xare v M i vhod�wih v oblastь opredeleni� L,

L(g) ≤ E|∇g|. (1.6.5)

Dl� rimanovyh mnogoobrazii M (s kanoniqeskoi rimanovoi

metrikoi i meroi Lebega) зta teorema, priqem bez predpoloжe-

ni� o koneqnosti mery µ (qto, koneqno, ne suwestvenno v teore-

me) byla dokazana Rothauzom [206]. V qastnosti, ona obobwaet

utverжdenie, dokazannoe Federerom i Flemingom [128] i Mazь�

[24] ob зkvivalentnosti klassiqeskogo neravenstva Soboleva i

klassiqeskogo izoperimetriqeskogo neravenstva v evklidovom

prostranstve. Osnovnym argumentom v takom utverжdenii slu-

жit formula Kronroda–Federera dl� integrala ot modul� gra-

dienta (t.n. coarea-formula, sm. napr. [12], [18], [25], [43])

E|∇g| =

∫ ∞

−∞
µ+{g > t} dt,
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qasto ispolьzuema� pri dokazatelьstve razliqnyh neravenstv

Soboleva, vkl�qa�wih Lα-normu gradienta (zametim, odnako,

qto dokazatelьstvo teoremy 1.3.1 bylo osnovano na drugih ide-

�h). V deistvitelьnosti v formule Kronroda-Federera ispolь-

zuets� lixь neravenstvo (sm. lemmu 2.6.1), a ono, kak okazyvaet-

s�, spravedlivo ne tolьko dl� rimanovyh mnogoobrazii, no i

dl� proizvolьnyh metriqeskih prostranstv. Qtoby issledovatь

interesu�wie nas voprosy v maksimalьnoi obwnosti, my doka-

жem teoremu 1.6.1 v takom abstraktnom vide.

Privedem neskolьko primerov.

Esli L(g) = c‖g−Eg‖α, 1 ≤ α ≤ +∞, c > 0, to soglasno teoreme

1.6.1, izoperimetriqeskoe neravenstvo

µ+(A) ≥ c(pαq + pqα)1/α, p = µ(A), q = 1 − p, (1.6.6)

зkvivalentno analitiqeskomu neravenstvu

c‖g − Eg‖α ≤ E|∇g|. (1.6.7)

Predpoloжim, qto mera µ ne imeet atomov. V зtom sluqae izo-

perimetriqeska� funkci� Iµ opredelena na vsem intervale [0, 1],

i (1.6.6) zapixets� kak neravenstvo Iµ(p) ≥ cIα(p), 0 ≤ p ≤ 1, gde

Iα(p) = (pαq + pqα)1/α pri 1 ≤ α < +∞,

i I∞(p) = max(p, q) pri α = +∞. Takim obrazom, v tom i tolьko v

tom sluqae, kogda Iµ imeet vid cIα, (1.6.7) зkvivalentno toqnomu

izoperimetriqeskomu neravenstvu i moжet soderжatь v sebe in-

formaci� ob зkstremalьnyh mnoжestvah v differencialьnoi

izoperimetriqeskoi zadaqe dl� mery µ.

Pri α = 1 I1(p) = 2pq – s toqnostь� do parametra masxta-

ba izoperimetriqeska� funkci� logistiqeskogo raspredeleni�
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na pr�moi. Ona udovletvor�et uslovi�m teoremy 1.4.1, i poз-

tomu izoperimetriqeskoe neravenstvo (1.6.6) dopuskaet neodno-

rodnu� funkcionalьnu� formu (1.4.8)

2cVar(g) ≤ E|∇g|, 0 ≤ g ≤ 1, (1.6.8)

i v to жe vrem� – odnorodnu� funkcionalьnu� formu (1.6.7)

cE|g − Eg| ≤ E|∇g|. (1.6.9)

Sledovatelьno (1.6.8) i (1.6.9) зkvivalentny. Dl� funkcii vi-

da I = cIα зto edinstvennyi sluqai ”pereseqeni�” teorem 1.4.1

i 1.6.1. Deistvitelьno, pri α > 1 raspredelenie Fα, associ-

irovannoe s Iα, imeet kompaktnyi nositelь, tak kak integral
∫ 1

0
dp/Iα(p) koneqen. Naprimer, pri α = 2 my imeem I2(p) =

√
pq.

V зtom sluqae associirovannoe raspredelenie F2 sosredotoqeno

na intervale |x| < π

2
i imeet tam plotnostь

dF2(x)

dx
=

cosx

2
.

Interesno prosleditь za povedeniem funkcii Iα s rostom α.

Poskolьku Iα(p) = ‖ξ − Eξ‖α, gde ξ – bernullievska� sluqaina�

veliqina, prinima�wa� znaqeni� 1 i 0 s vero�tnost�mi p i

q sootvetstvenno, зti funkcii vozrasta�t s rostom α. Pri

1 ≤ α ≤ 3 зti funkcii vognuty (sm. [78]), poзtomu associirovan-

nye raspredeleni� Fα logarifmiqeski vognuty. Pri α > 3

зto uжe ne tak i, bolee togo, p = 1/2 ne budet toqkoi maksi-

muma funkcii Iα. Tem ne menee, Iα ne perestaet bytь subad-

ditivnoi, i sledovatelьno Fα udovletvor��t uslovi�m teoremy

1.2.2 pri vseh α; v qastnosti, Iα �vl��ts� izoperimetriqeskimi

funkci�mi dl� Fα. Pri α = +∞, зto raspredelenie upominalosь

v zameqanii 1.2.2.

Kak uжe otmeqalosь, I2 �vl�ets� izoperimetriqeskoi funkci-

ei i dl� ravnomernogo raspredeleni� na dvumernoi sfere M =

S2 ⊂ R
3 radiusa 1. Poзtomu funkcionalьna� forma (1.6.7)

√

Var(g) ≤ E|∇g|
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vyraжaet зkstremalьnoe svoistvo xarov v izoperimetriqeskoi

zadaqe na sfere S2. Odnako, dl� sfer Sn pri n > 2 (1.6.7) uжe

ne budet зkvivalentnym izoperimetriqeskomu neravenstvu na

sfere, i sleduet rassmatrivatь funkcionaly L(g) bolee obwego

vida.

Lemma 1.6.1. Dl� l�boi lipxicevoi funkcii g naM (to estь,

takoi, qto ‖g‖Lip < +∞)

E|∇g| ≥
∫ ∞

−∞
µ+{g > t} dt. (1.6.10)

Netrudno videtь, qto pod integralom v (1.6.10) stoit izme-

rima� funkci�.

Sledstvie 1.6.1. Dl� l�boi lipxicevoi funkcii g na M ,

takoi qto µ{g = 0} = 0,

E|∇g| ≥
∫ 0

−∞
µ+{g < t} dt+

∫ ∞

0

µ+{g > t} dt. (1.6.11)

Qtoby vyvesti (1.6.11), dostatoqno primenitь (1.6.10) k g+

i g− i zametitь, qto |∇g| = |∇g+| i |∇g| = |∇g−| na (otkrytyh)

mnoжestvah {g > 0} i {g < 0}.

Dokazatelьstvo lemmy 1.6.1. Pustь snaqala g ograniqena.

Tak kak (1.6.10) ne izmenits� pri dobavlenii k g posto�nnogo

slagaemogo, moжno sqitatь g ≥ 0. Tak жe, kak i v dokazatelьstve

teoremy 1.4.1, vvedem funkcii Uhg(x) = sup{g(y) : ρ(x, y) < h},
x ∈M , h > 0, tak qto

lim sup
h→0+

Uhg(x)− g(x)

h
≤ |∇g(x)|. (1.6.12)

Rassmotrim At = {g > t}. Dl� vseh t, h > 0 {Uhg > t} = Ah
t , poз-

tomu EUhg =
∫ +∞
0

µ(Ah
t ) dt. Sledovatelьno

E
Uhg − g

h
=

∫ +∞

0

µ(Ah
t )− µ(At)

h
dt. (1.6.13)
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V silu uslovi� lipxicevosti, Uhg(x)−g(x) ≤ ch dl� vseh x ∈M ,

h > 0 i nekotoroi posto�nnoi c ≥ 0. Poзtomu, ispolьzu� (1.6.12),

teoremu Lebega o maжoriruemoi shodimosti, (1.6.13) i lemmu

Fatu, poluqaem:

E|∇g| ≥ lim sup
h→0+

E
Uhg − g

h
≥ lim inf

h→0+
E

Uhg − g

h

= lim inf
h→0+

∫ +∞

0

µ(Ah
t )− µ(At)

h
dt

≥
∫ +∞

0

lim inf
h→0+

µ(Ah
t )− µ(At)

h
dt =

∫ +∞

0

µ+(At) dt.

Takim obrazom, (1.6.10) dokazano dl� ograniqennyh lipxicevyh

funkcii g. Dl� neograniqennyh lipxicevyh g moжno primenitь

(1.6.10) k useqeni�m gn = max{−an,min{an, g}} s posledovatelь-

nostь� an → +∞, takoi qto µ{|g| = an} = 0. Togda my poluqim
∫

{|g|<an} |∇g| dµ ≥
∫ an

−an
µ+{g > t} dt. Primen�� teoremu Tonelli o

monotonnoi shodimosti, prihodim k trebuemomu utverжdeni�.

Dokazatelьstvo teoremy 1.6.1.

a) ⇒ b): po samomu opredeleni� (1.6.2), dostatoqno rassmat-

rivatь funkcional vida L(g) = E(g+u1 + g−u2), poroжdennyi

odnoзlementnym semeistvom G = {(u1, u2)}. Po uslovi�, funkcii

u1, u2, a takжe g+u1 i g−u2 summiruemy.

Xag 1: g imeet koneqnu� lipxicevu normu. Predpoloжim,

qto µ{g = 0} = 0. V silu sledstvi� 1.6.1, polaga� At = {g > t},
Bt = {g < t} i primen�� k зtim mnoжestvam (1.6.4), imeem

E|∇g| ≥
∫ +∞

0

L(1At
) dt +

∫ 0

−∞
L(−1Bt

) dt

=

∫ +∞

0

E 1At
u1 dt +

∫ 0

−∞
E 1Bt

u2 dt

= E

∫ +∞

0

1At
u1 dt + E

∫ 0

−∞
1Bt

u2 dt

= E 1A0
g u1 + E 1B0

g u2 = E g+u1 + E g−u2 = L(g).
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Zametim, qto my vospolьzovalisь teoremoi Fubini, izmen��

por�dok integrirovani�, qto vozmoжno v silu summiruemosti

funkcii g+u1 i g−u2: v зtom sluqae

E

∫ +∞

0

1At
|u1| dt = Eg+|u1| < +∞,

E

∫ 0

−∞
1Bt

|u2| dt = Eg+|u2| < +∞.

Teperь, qtoby izbavitьs� ot uslovi� µ{g = 0} = 0, prosto pri-

menim (1.6.5) k funkci�m g − ε, vybira� ε 6= 0 skolь ugodno ma-

lymi, no takimi, qto µ{g = ε} = 0. V predele poluqim (1.6.5)

dl� funkcii g.

Xag 2: g imeet koneqnu� lipxicevu normu na vseh xarah v

M i, krome togo, ograniqena. V зtom sluqae moжno primenitь

(1.6.5) k ”useqeni�m” gr = gTr, kotorye my ispolьzovali v doka-

zatelьstve teoremy 1.4.1. Tak kak 0 ≤ Tr ≤ 1, funkcii gr vhod�t

v oblastь opredeleni� L, i po teoreme Lebega L(gr) → L(g) pri

r → +∞. S uqetom (1.4.11) (zdesь i ispolьzuets� ograniqen-

nostь g), poluqaem v predele (1.6.5) dl� g.

Xag 3: obwii sluqai. Kak i v dokazatelьstve lemmy 1.6.1,

approksimiruem g funkci�mi gn = max{−an,min{an, g}}. Po teo-

reme Lebega, L(gn) → L(g) pri n → ∞, i tak жe, kak i v lemme

1.6.1, E|∇gn| → E|∇g|.
b) ⇒ a): sluqai µ(A) = 0 i µ(A) = 1 trivialьny, i moжno

sqitatь, qto 0 < µ(A) < 1. Esli µ(A) > µ(A), to µ+(A) = +∞, i

dokazyvatь neqego. Pustь µ(A) = µ(A), tak qto µ+(A) = µ+(A).

Po uslovi�, dl� l�boi ograniqennoi lipxicevoi funkcii g ≥ 0

na M i vseh (u1, u2) ∈ G

E|∇g| ≥ Egu1, E|∇g| = E|∇(−g)| ≥ Egu2. (1.6.14)

Po lemme 1.4.1, suwestvuet posledovatelьnostь gn lipxicevyh

funkcii na M so znaqeni�mi v [0,1], potoqeqno shod�wihs� k 1A,
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takih qto

lim sup
n→∞

E|∇gn| ≤ µ+(A). (1.6.15)

Primen�� (1.6.14) k gn i ispolьzu� (1.6.15), my poluqim v pre-

dele

µ+(A) ≥ E1Au1, µ+(A) ≥ E1Au2.

Ber� supremum po vsem (u1, u2) ∈ G, prihodim k neravenstvam

µ+(A) ≥ L(1A), µ+(A) ≥ L(−1A), to estь, k (1.6.4).

Teorema 1.6.1 dokazana.
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§ 1.7. Odnorodnye neravenstva tipa Soboleva

v prostranstvah Orliqa

Snova pustь (M,ρ, µ) – metriqeskoe prostranstvo s vero�tnos-

tnoi meroi. Budem predpolagatь, qto mera µ ne imeet atomov,

tak qto ee izoperimetriqeska� funkci� Iµ opredelena na [0, 1].

Primenim teoremu 1.6.1 k funkcionalu L(g) = ‖g − Eg‖Ψ, gde
Ψ – nekotora� funkci� �nga: izoperimetriqeskoe neravenstvo

µ+(A) ≥ IΨ(p), p = µ(A), (1.7.1)

зkvivalentno analitiqeskomu neravenstvu

‖g −Eg‖Ψ ≤ E|∇g|, (1.7.2)

gde IΨ(p) = ‖1A − p‖Ψ. V (1.7.2) g – proizvolьna� summiruema�

funkci�, ime�wa� koneqnu� lipxicevu normu na vseh xarah

v M , priqem soglasno teoreme 1.6.1, g ∈ LΨ(M,µ), kak tolьko

E|∇g| < +∞.

Funkci� IΨ predstavl�et soboi nekotoryi analog fundamen-

talьnoi funkcii p→ ‖1A‖. Po opredeleni� normy prostranstva

Orliqa, qislo λ = IΨ(p) pri 0 < p < 1 �vl�ets� poloжitelьnym

kornem uravneni� pΨ
(

q

λ

)

+ qΨ
(

p

λ

)

= 1, gde q = 1 − p, i, krome

togo, IΨ(0) = IΨ(1). Esli my hotim, qtoby (1.7.2) bylo ravno-

silьno toqnomu izoperimetriqeskomu neravenstvu, sleduet, so-

glasno (1.7.1), vybratь Ψ takoi, qtoby IΨ = Iµ, to estь, qtoby

pri 0 < p < 1 funkci� I(p) = Iµ(p) byla poloжitelьna i udov-

letvor�la uravneni�

pΨ
(

q

I(p)

)

+ qΨ
(

p

I(p)

)

= 1, q = 1 − p. (1.7.3)

Estestvennyi vopros: kogda taka� funkci� �nga suwestvuet?
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Teorema 1.7.1. Pustь I – poloжitelьna� funkci�, zadanna�

na (0,1). Dl� togo, qtoby suwestvovala funkci� �nga Ψ, udov-

letvor��wa� (1.7.3), neobhodimo i dostatoqno, qtoby

1) I(0+) = I(1−) = 0;

2) I(p) = I(1 − p) dl� vseh p ∈ (0, 1);

3) funkci� p(1 − p)/I(p) byla vognuta na (0, 1).

Takim obrazom, svoistvo зkstremalьnosti mnoжestv v izope-

rimetriqeskoi zadaqe dl� mery µ v M moжno vyrazitь kak nera-

venstvo Soboleva vida (1.7.2) v tom i tolьko v tom sluqae, kogda

izoperimetriqeska� funkci� Iµ obladaet svoistvami 1) − 3).

Zametim, qto зti svoistva polnostь� opisyva�t klass vseh

funkcii vida IΨ(p) = ‖1A−p‖Ψ. Predstavl�� A v vide obьedine-

ni� dvuh nepereseka�wihs� mnoжestv mery p1 i p2, srazu polu-

qaem neravenstvo IΨ(p1 + p2) ≤ IΨ(p1) + IΨ(p2), to estь, svoistvo

subadditivnosti. Poзtomu, v silu teoremy 1.2.2, funkci� IΨ

budet izoperimetriqeskoi funkciei associirovannogo s IΨ ras-

predeleni� na pr�moi.

Funkcii �nga Ψ, udovletvor��wie (1.7.3) (v tom sluqae, es-

li oni suwestvu�t), opredel��ts� neodnoznaqno. Naprimer,

dl� funkcii I(p) = p(1 − p) vse takie Ψ opisyva�ts� sootnoxe-

niem Ψ(x) = (1−2a)+a|x| pri |x| ≥ 1, gde a ∈ (0, 1) – proizvolьnyi

parametr, priqem na intervale [−1, 1] Ψ moжet opredel�tьs�

proizvolьno, no tak, qtoby ona ostavalasь funkciei �nga. Dl�

funkcii I(p) =
√

p(1 − p) moжno vz�tь Ψ(x) = x2, no moжno vz�tь

i funkci� (sm. zameqanie 1.7.1)

Ψ(x) =

{ |x| pri |x| ≤ 1,

1 − |x| + x2 pri |x| ≥ 1.

Odnako, nesmotr� na stolь xirokii vybor, vse takie Ψ poroж-

da�t odinakovye prostranstva Orliqa LΨ v tom smysle, qto

ih normy budut зkvivalentnymi. Moжno sdelatь bolee toqnoe

utverжdenie.
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Oboznaqim qerez W (M,µ) lineinoe prostranstvo vseh sum-

miruemyh funkcii na M , ime�wih koneqnu� lipxicevu normu

na vseh xarah v M i nulevoe srednee Eg = 0. Vvedem v W (M,µ)

polunormu ‖g‖W = E|∇g|. Зta polunorma budet zavedomo nor-

moi, esli, kak i v LΨ, my budem otoжdestvl�tь funkcii, sovpa-

da�wie na mnoжestve µ-mery 1 (i v predpoloжenii, qto vypol-

n�ets� (1.7.2)). Voprosy popolneni� my ne obsuжdaem.

Sledstvie 1.7.1. Predpoloжim, qto izoperimetriqeska� fun-

kci� I = Iµ udovletvor�et svoistvam 1)-3), i Ψ – funkci� �nga,

udovletvor��wa� (1.7.3). Togda LΨ(M,µ) – naimenьxee sredi

vseh prostranstv Orliqa, soderжawih W (M,µ) kak vloжennoe

podprostranstvo.

Poslednee oznaqaet, qto esli W (M,µ) ⊂ LΨ1
(M,µ), priqem

norma v W (M,µ) silьnee, qem norma v LΨ1
(M,µ), to i norma v

LΨ(M,µ) silьnee, qem norma v LΨ1
(M,µ). V зtom smysle suwest-

vuet edinstvennoe minimalьnoe prostranstvo Orliqa, soderжa-

wee v sebe ”prostranstvo Soboleva” W (M,µ) kak vloжennoe.

Ispolьzu� teoremu 1.7.1, moжno dokazatь sledu�wee utverж-

denie. Oboznaqim qerez Sn(r) ⊂ R
n+1 n-mernu� sferu radiusa

r > 0, i pustь σn – ravnomernoe raspredelenie (normirovanna�

mera Lebega) na Sn(r). Izoperimetriqeskoe svoistvo xarov na

sfere oznaqaet, qto dl� vseh izmerimyh mnoжestv A ⊂ Sn(r)

σ+
n (A) ≥ σ+

n (B),

gde B – (l�boi) xar na Sn(r) takoi жe σn-mery, qto i A. Зto

moжno zapisatь kak utverжdenie ob izoperimetriqeskoi funk-

cii mery σn:

Iσn
(p) = σ+

n (B), (1.7.4)

gde B – xar na Sn(r) mery p = σn(B).
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Teorema 1.7.2. Pri n ≥ 2 izoperimetriqeskoe svoistvo xarov

na sfere Sn(r) moжno зkvivalentno predstavitь kak neravenstvo

tipa Soboleva (1.7.2) s podhod�wei funkciei �nga Ψ.

Kak predelьnyi sluqai teoremy 1.7.2 vystupaet

Teorema 1.7.3. Gaussovskoe izoperimetriqeskoe neravenstvo

(1.5.2), vyraжa�wee izoperimetriqeskoe svoistvo poluprost-

ranstv v (Rn, γn), moжno зkvivalentno predstavitь kak neraven-

stvo tipa Soboleva (1.7.2) s podhod�wei funkciei �nga Ψ.

Sluqai okruжnosti (n = 1) ne ohvatyvaets� teoremoi 1.7.2.

Deistvitelьno, Iσ1
(p) =

1

πr
– posto�nna� funkci� na (0,1), sle-

dovatelьno ne udovletvor��wa� svoistvu 1). Pri n ≥ 2 svoistva

1) − 2) oqevidny, i trebuets� lixь proveritь, qto:

Lemma 1.7.1. Funkci�
pq

Iσn(p)
, q = 1 − p, vognuta na (0,1).

Pri n = 2 зto utverжdenie toжe oqevidno, tak kak Iσ2(p) =√
pq

r
. Pri n ≥ 3 Iσn(p) ne imeet takogo �vnogo analitiqeskogo

vyraжeni�, i dokazatelьstvo lemmy 1,7,1 stanovits� oqenь gro-

mozdkim; ono budet privedeno v priloжenii. Otmetim, qto pri

p → 0 Iσn(p) vedet seb� s toqnostь� do mnoжitel� kak pn/(n−1),

poзtomu sootvetstvu�wee prostranstvo LΨ(Sn(r), σn) iz sled-

stvi� 1.7.1 izomorfno prostranstvu Lebega Ln/(n−1)(σn).

Legko proveritь, qto dl� sfer radiusa rn =
√
n Iσn(p) → Iγ(p)

pri n→ ∞, gde Iγ(p) = ϕ(Φ−1(p)) – izoperimetriqeska� funkci�

mery γn (sm. § 1.5). Poзtomu lemma 1.7.1 vleqet svoistvo 3)

dl� I = Iγ i znaqit teoremu 1.7.3. Moжno datь i pr�moe dokaza-

telьstvo (ono privodits� v konce зtogo paragrafa). Legko takжe

proveritь, ishod� iz (1.7.3), qto prostranstvo LΨ(Rn, γn) iz

sledstvi� 1.7.1 izomorfno prostranstvu Orliqa LΨ1
(Rn, γn) s

funkciei �nga Ψ1(x) = |x|
√

log(1 + |x|), x ∈ R. Odnako, sama

funkci� Ψ1 ne udovletvor�et (1.7.3).
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Pristupim k dokazatelьstvu teoremy 1.7.1. Oboznaqim qerez

x = xp poloжitelьnyi korenь uravneni�

pΨ(qx) + qΨ(px) = 1, q = 1 − p, (1.7.5)

gde Ψ – nekotora� funkci� �nga.

Lemma 1.7.2. Funkci� y(p) = pxp nepreryvna i (strogo) voz-

rastaet na (0,1).

Dokazatelьstvo. Nepreryvnostь oqevidna. Pokaжem, qto y

vozrastaet. Funkci� T (x) = Ψ(x)/x poloжitelьna i ne ubyvaet

na (0,+∞). V silu (1.7.5),

pΨ(qxp) + qΨ(pxp) = pqxp(T (qxp) + T (pxp))

= qy(p)

(

T

(

qy(p)

p

)

+ T (y(p))

)

= 1.
(1.7.6)

Dopustim, qto dl� nekotoryh 0 < p1 < p2 < 0 y(p1) ≥ y(p2), i

pustь q1 = 1 − p1, q2 = 1 − p2. Togda q1 > q2, q1/p1 > q2/p2, i

poзtomu

T

(

q1y(p1)

p1

)

≥ T

(

q2y(p2)

p2

)

, T (y(p1)) ≥ T (y(p2)),

Sravniva� (1.7.6) pri p = p1 i p = p2, poluqaem protivireqie

1 > 1.

Lemma 1.7.3. Esli poloжitelьna� funkci� I udovletvor�et

svoistvam 1) − 3), to funkci� y(p) = p/I(p) vozrastaet na (0, 1).

Dokazatelьstvo. Po uslovi�, funkci� z(p) = pq/I(p), q = 1−p,
vognuta na (0, 1), poзtomu znaqenie z(0+) koneqno i neotrica-

telьno. Pustь z′ – nevozrasta�wa� proizvodna� Radona-Niko-

dima funkcii z. Tak kak y(p) = z(q)/q,

y(p) =
z(0+)

q
+

∫ 1

0

z′(tq) dt, 0 < p < 1.
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Funkcii p → 1

q
i p → z′(tq) ne ubyva�t, poзtomu ne ubyvaet i

funkci� y. Bolee togo, esli z(0+) > 0, to y (strogo) vozrastaet v

silu vozrastani� funkcii p→ 1

q
. Rassmotrim sluqai z(0+) = 0,

kogda

y(p) =

∫ 1

0

z′(tq) dt.

Dopustim y(p0) = y(p1) dl� nekotoryh 0 < p1 < p0 < 1. Togda

z′(tq1) = z′(tq0) dl� poqti vseh (v smysle mery Lebega) toqek

t ∈ (0, 1), gde q0 = 1 − p0, q1 = 1 − p1. No togda, kak legko videtь,

z′ budet posto�nna na (0, q0), sledovatelьno funkci� z dolжna

imetь vid z(s) = a + bs pri vseh 0 < s < q0, i tak kak z(0+) = 0,

my by imeli z(s) = bs dl� nekotorogo b > 0 i vseh s ∈ (0, q0). V

takom sluqae my by poluqili

I(s) =
s(1− s)

z(s)
=

1− s

b
,

v qastnosti, I(0+) = 1/b > 0, qto protivoreqit 1). Lemma 1.7.3

dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 1.7.1.

Neobhodimostь. Po uslovi�, xp = 1/I(p) dl� vseh p ∈ (0, 1). V

silu (1.7.5), xp = xq, tak qto svoistvo 2) oqevidno.

V silu lemmy 1.7.1, funkci� y(p) = pxp vozrastaet na (0,1),

poзtomu suwestvuet predel ℓ = limp→1− y(p), koneqnyi ili net.

Esli ℓ < +∞, to zapisyva� (1.7.5) kak toжdestvo

1 = pΨ(y(q)) + qΨ(y(p)) (1.7.7)

i ustreml�� p → 0+, my by poluqili Ψ(y(0+)) = 1. No togda,

snova primen�� (1.7.7), my by imeli dl� vseh p ∈ (0, 1)

1 > pΨ(y(0+)) + qΨ(y(0+)) = Ψ(y(0+)) = 1.

Poзtomu ℓ = +∞, to estь, I(p) → 0 pri p→ 1−, i znaqit svoistvo

1), s uqetom simmetriqnosti I, provereno.
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Ostaets� ustanovitь 3). Vvedem funkci� z(p) = pq/I(p), gde

kak obyqno q = 1 − p. Zapixem (1.7.5) v terminah z:

pΨ

(

z(p)

p

)

+ qΨ

(

z(q)

q

)

= 1. (1.7.8)

Pokaжem, qto зto toжdestvo vleqet vognutostь funkcii z. Funk-

ci� Ψ kak neotricatelьna� vypukla� funkci� na poluosi [0,+∞)

so svoistvami Ψ(0) = 0, Ψ(x) > 0 pri x > 0, moжet bytь pred-

stavlena na (0,+∞) v forme

Ψ(x) = sup
(c,d)∈T

(cx− d) (1.7.9)

dl� nekotorogo semeistva T ⊂ (0,+∞) × [0,+∞) so sledu�wim

svoistvom: dl� vseh x > 0 supremum v (1.7.9) dostigaets� dl�

nekotoroi pary (c, d) ∈ T . Zameqa�, qto z(p) = z(q) i primen��

(1.7.8)–(1.7.9), poluqaem:

pΨ
(

z

p

)

+ qΨ
(

z

q

)

= p sup
(c,d)∈T

(

c
z

p
− d
)

+ q sup
(c′,d′)∈T

(

c′
z

q
− d′

)

= sup
(c,d),(c′,d′)∈T

[(c+ c′) z − (dp+ d′q)] = 1.

V qastnosti, dl� vseh (c, d), (c′, d′) ∈ T imeem (c+c′) z−(dp+d′q) ≤
1, to estь,

z ≤ inf
(c,d),(c′,d′)∈T

1 + dp+ d′q

c+ c′
. (1.7.10)

Bolee togo, tak kak supremum v (1.7.9) dostigaets� na neko-

torom (c, d) ∈ T , infimum v (1.7.10) toжe dostigaets� na nekoto-

ryh (c, d), (c′, d′) ∈ T . Sledovatelьno znak neravenstva v (1.7.10)

moжno zamenitь na znak ravenstva, iz qego sleduet, qto z vognuta

kak infimum affinnyh funkcii.

Dostatoqnostь. V silu lemmy 1.7.2, funkci� y(p) = p/I(p)

nepreryvno vozrastaet na (0, 1), priqem, v silu svoistva 1),

y(1−) = +∞. Poзtomu y : (0, 1) → (c0,+∞) – vozrasta�wa� biek-

ci�, gde c0 = y(0+). Pustь y−1 : (c0,+∞) → (0, 1) – obratna�
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funkci�. Bez naruxeni� obwnosti budem sqitatь, qto y(1/2) = 1,

i togda c0 < 1.

Nam nuжno postroitь vypuklu� vozrasta�wu� funkci� Ψ :

(0,+∞) → (0,+∞), Ψ(0+) = 0, udovletvor��wu� (1.7.3). Snaqa-

la poloжim Ψ(x) = x pri 0 < x ≤ 1. Pri x > 1 opredelim Ψ(x)

(oqevidno, edinstvennym sposobom) v sootvetstvii s uravneniem

(1.7.7), kotoroe зkvivalentno (1.7.3). Poskolьku pri 0 < p ≤ 1/2

Ψ(y(p)) = y(p), (1.7.7) pri takih p primet vid

Ψ(y(q)) =
1− qy(p)

p
, 0 < p ≤ 1/2, q = 1 − p.

Sledovatelьno, polaga� x = y(q), my imeem

Ψ(x) =
1− y−1(x) y

(

1− y−1(x)
)

1− y−1(x)
, x ≥ 1. (1.7.11)

Poskolьku y ne ubyvaet na (0,
1

2
), absol�tno nepreryvna i pri-

nimaet znaqeni� v (0, 1), funkci� u(p) =
1− qy(p)

p
ubyvaet na

(0,
1

2
). Deistvitelьno, proizvodnoi Radona-Nikodima dl� u slu-

жit funkci� u′(p) =
y(p)− pqy′(p)− 1

p2
< 0, gde y′ – neotricatelь-

na� proizvodna� Radona-Nikodima dl� y. Poзtomu funkci� Ψ,

opredelenna� v (1.7.11), vozrasta�wa� i nepreryvna� na [1,+∞)

i, krome togo, Ψ(1) = 1.

Ostaets� pokazatь, qto Ψ vypukla na [1,+∞) i qto ee prava�

proizvodna� Ψ′(1+) ≥ 1. Dl� зtogo nam potrebuets� ewe odno

predstavlenie dl� funkcii Ψ. Po uslovi� 2), z(p) = z(q), gde

snova z(p) = pq/I(p), poзtomu toжdestva (1.7.3) i (1.7.8) зkviva-

lentny. Pri 0 < p ≤ 1/2 my imeem z(p)/q = y(p) ≤ 1, sledova-

telьno Ψ(z(p)/q) = z(p)/q, i (1.7.8) prinimaet vid

Ψ
(

z(p)

p

)

=
1

p
− z(p)

p
, 0 < p ≤ 1/2,

ili – v terminah funkcii δ(p) =
z(p)

p
= y(q) – my imeem toж-

destvo

Ψ(δ(p)) =
1

p
− δ(p), 0 < p ≤ 1/2. (1.7.12)
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Zametim, qto δ ubyvaet na (0,1/2], priqem δ(1/2) = 1, δ(0+) =

y(1−) = +∞. Vvedem obratnu� funkci� δ−1 : [1,+∞) → (0, 1/2].

Togda, polaga� x = δ(p), (1.7.12) moжet bytь perepisano kak

Ψ(x) =
1

δ−1(x)
− x, x ≥ 1. (1.7.13)

Sledovatelьno Ψ budet vypukloi na intervale x ≥ 1 togda i

tolьko togda, kogda budet vypukloi na зtom intervale funkci�

1/δ−1. Tak kak зta funkci� vozrastaet i nepreryvna na [1,+∞),

priqem, v silu (1.7.13), 1/δ−1(1) = 2, 1/δ−1(+∞) = ∞, vypuk-

lostь 1/δ−1 зkvivalentna vognutosti funkcii R, obratnoi k nei.

Naidem R. Ona opredelena na intervale [2,+∞). Pri зtom dl�

vseh t ≥ 2

1

δ−1(x)
= t ⇐⇒ δ−1(x) =

1

t
⇐⇒ x = δ

(

1

t

)

= tz
(

1

t

)

.

Takim obrazom, R(t) = tz(1/t), t ≥ 2. Po uslovi� 3), z vognuta

i znaqit moжet bytь predstavlena v vide z(p) = inf(c,d)∈S (cp+ d)

dl� nekotorogo S ⊂ R×R. Poзtomu funkci�

R(t) = tz
(

1

t

)

= t inf
(c,d)∈S

(

c

t
+ d
)

= inf
(c,d)∈S

(c+ dt)

vognuta kak infimum nekotorogo semeistva affinnyh funkcii.

Qtoby pokazatь, qto Ψ′(1+) ≥ 1, nuжno proveritь, soglasno

(1.7.13), qto prava� proizvodna�

[

1

δ−1(x)

]′

x=1+

≥ 2,

ili, зkvivalentno, qto R′(2+) ≤ 1/2. Kak vognuta� funkci�, z

differenciruema vo vseh toqkah p za iskl�qeniem, bytь moжet,

toqek sqetnogo mnoжestva U ⊂ (0, 1). Dl� t > 2, takih qto 1/t /∈ U ,

my imeem:

R′(t) =
[

tz
(

1

t

)]′
= z

(

1

t

)

− z′(1/t)

t
. (1.7.14)
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Ustreml�� v (1.7.14) t→ 2, t > 2, poluqaem

R′(2+) = z
(

1

2

)

− z′
(

(1/2)−
)

2
≤ z

(

1

2

)

=
1

2
,

poskolьku, v silu svoistv 2) i 3), z′((1/2)−) ≥ 0.

Teorema 1.7.1 dokazana.

Zameqanie 1.7.1. V obwem sluqae, kogda c = 2I(1/2) ne ob�za-

telьno ravno 1, funkci� Ψ, udovletvor��wa� (1.7.3), stroits�

takim жe sposobom, polaga�

(i) Ψ(
1

c
) = 1;

(ii) Ψ(x) = cx pri 0 ≤ x ≤ 1

c
;

(iii) Ψ(x) =
1

1− q(x)
− cx pri x ≥ 1

c
, gde q(x) ∈ [1/2, 1) – edin-

stvennyi korenь uravneni� q = I(q)x.

Uslovie (i) vytekaet iz (1.7.3) pri p = 1/2, v to vrem� kak pri

uslovii (ii), (iii) sleduet iz (1.7.3), esli poloжitь x = q/I(q),

1/2 ≤ q < 1.

Dopustim, qto vypoln��ts� svoistva 1)–3). Opredelim ewe

odnu funkci� �nga Ψ0 ravenstvom

2pqΨ0

(

1

I(p)

)

= 1, q = 1 − p, (1.7.15)

tak qto Ψ0(2/c) = 2, priqem na intervale [0, 2/c ] opredelim Ψ0

lineino: Ψ0(x) = cx. Taka� funkci� Ψ0 izuqalasь Pellici�

i Talenti [201] dl� gaussovskoi izoperimetriqeskoi funkcii

I(p) = ϕ(Φ−1(p)). S ispolьzovaniem izoperimetriqeskogo nera-

venstva (1.5.2) v (Rn, γn) imi bylo dokazano analitiqeskoe ne-

ravenstvo

‖g − Eg‖Ψ0
≤ E|∇g|. (1.7.16)

V otliqie ot funkcii Ψ, opredelennoi vyxe uslovi�mi (i)−(iii),

Ψ0 opredel�ets� �vno, i зto delaet ee bolee privlekatelьnoi s
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toqki zreni� neravenstva (1.7.16) kak vozmoжnoi funkcionalь-

noi formy dl� (1.5.2). Pokaжem, odnako, qto (1.7.16) s funk-

ciei Ψ0, opredelennoi v (1.7.15), ne moжet vystupatь v kaqes-

tve funkcionalьnoi formy ne tolьko dl� (1.5.2), no i v obwem

sluqae – dl� izoperimetriqeskogo neravenstva µ+(A) ≥ I(µ(A))

v predpoloжenii, qto I obladaet svoistvami 1)-3), i funkci�

Ψ strogo vypukla na [1/c,+∞) (qto, razumeets�, verno, kogda

I(p) = ϕ(Φ−1(p))). Kak my znaem, (1.7.16) зkvivalentno (1.7.1):

µ+(A) ≥ ‖1A − p‖Ψ0
, p = µ(A),

i poзtomu nam sleduet sravnitь normy Orliqa v LΨ i LΨ0
dl�

funkcii vida 1A− p, gde A – podmnoжestvo M µ-mery p. Tak kak

dl� vseh p ∈ (0, 1) i x ≥ 0, Ψ(px) ≤ pΨ(x) so strogim neravenstvom

pri x ∈ (1/c,+∞), my imeem, polaga� x = 1/I(p), q = 1 − p,

2pqΨ0(x) = 1 = pΨ(qx) + qΨ(px) ≤ 2pqΨ(x)

so strogim neravenstvom pri x > 1/c. Poзtomu Ψ0(x) < Ψ(x) dl�

vseh x ≥ infp 1/I(p) = 2/c. Krome togo, Ψ0(x) = cx < Ψ(x) dl� vseh

x ∈ (1/c, 2/c ] v silu strogoi vypuklosti Ψ na [1/c,+∞). Nakonec,

Ψ0(x) = Ψ(x) pri x ∈ [0, 1/c ].

Takim obrazom, Ψ0(x) ≤ Ψ(x) dl� vseh x > 0 so strogim nera-

venstvom pri x > 1/c. Zafiksiruem teperь p ∈ (0, 1) i poloжim

x = ‖χA − p‖Ψ, x0 = ‖χA − p‖Ψ0
.

Po samomu opredeleni� normy Orliqa, pΨ(qx) + qΨ(px) = 1.

Sledovatelьno pΨ0(qx) + qΨ0(px) ≤ 1, priqem зto neravenstvo

budet strogim togda i tolьko togda, kogda px > 1/c ili qx > 1/c.

Tak kak funkci� y(p) = px vozrastaet i y(1/2) = 1/c, зto voz-

moжno v tom i tolьko v tom sluqae, esli p > 1/2 ili q > 1/2.

Poзtomu x0 < x pri p 6= 1/2 i x = x0 pri p = 1/2. Takim obra-

zom, neravenstvo (1.7.16) stanovits� na indikatornyh funkci�h
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g = 1A izoperimetriqeskim neravenstvom µ+(A) ≥ I(p) v tom i

tolьko v tom sluqae, esli A imeet meru p = 1/2, i ne budet

takovym pri p 6= 1/2.

Dokazatelьstvo sledstvi� 1.7.1. My pokaжem, qto LΨ(M,µ)

vloжeno v LΨ1
(M,µ), to estь, qto LΨ(M,µ) ⊂ LΨ1

(M,µ), priqem

‖g‖Ψ1
≤ c‖g‖Ψ dl� nekotoroi posto�nnoi c > 0 i vseh g ∈ LΨ(M,µ),

esli podberem takie konstanty c, d > 0, qto

Ψ1(x) ≤ 1

d
Ψ(cx), (1.7.17)

dl� vseh dostatoqno bolьxih x > 0. Po uslovi�, suwestvuet c,

takoe qto ‖g‖Ψ1
≤ c‖g‖W dl� vseh g ∈ W (M,µ). V silu teoremy

1.6.1, зto neravenstvo vleqet ‖1A−p‖Ψ1
≤ cI(p), p = µ(A), to estь,

po opredeleni� normy v prostranstve Orliqa,

pΨ1

(

qxp

c

)

+ qΨ1

(

pxp

c

)

≤ 1, p ∈ (0, 1),

gde xp = 1/I(p), q = 1 − p. V qastnosti, pΨ1

(

qxp

c

)

≤ 1. Pustь

0 < p ≤ 1/2. V зtom sluqae q ≥ 1/2, i poskolьku Ψ1 vozrastaet

na [0,+∞), poluqaem

xp ≤ 2cΨ−1
1

(

1

p

)

, 0 < p ≤ 1/2, (1.7.18)

gde Ψ−1
1 – obratna� k Ψ1, suжennoi na [0,+∞). Vozvratims� k

funkcii Ψ i toжdestvu (1.7.7). Tak kak y(p) = pxp vozrastaet na

(0, 1), neobhodimo Ψ(c0) < 1, gde c0 = limp→0+ pxp, ibo v protivnom

sluqae my by poluqili

1 = pΨ(qxp) + qΨ(pxp) > pΨ(c0) + qΨ(c0) = Ψ(c0) ≥ 1.

Ustreml�� v (1.7.7) p → 0+, imeem dl� vseh dostatoqno malyh

p ∈ (0, 1/2],

pΨ(qxp) ≤ d =
1−N(c0)

2
> 0.
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Sledovatelьno dl� takih p imeem pΨ(xp/2) ≤ d, to estь,

xp ≥ 2Ψ−1
(

d

p

)

, (1.7.19)

gde Ψ−1 – obratna� k Ψ, suжennoi na [0,+∞). Sravniva� (1.7.18)

i (1.7.19), zakl�qaem, qto dl� vseh dostatoqno malyh p ∈ (0, 1/2]

Ψ−1
(

d

p

)

≤ cΨ−1
1

(

1

p

)

,

iz qego (1.7.17) sleduet posle zameny x = Ψ−1
1 (1/p).

Dokazatelьstvo teoremy 1.7.3. V silu teoremy 1.7.1, nam

dostatoqno proveritь, qto funkci� z(p) = pq/Iγ(p), q = 1 − p,

vognuta na (0,1). Zdesь Iγ(p) = ϕ(Φ−1(p)). Tak kak z simmet-

riqna otnositelьno toqki p = 1/2, nuжno ustanovitь vognutostь

na intervale 0 < p < 1/2, to estь, pokazatь, qto funkci�

g(x) = z′(Φ(x)) =
(1 − 2Φ(x))ϕ(x) + Φ(x) (1 − Φ(x))x

ϕ2(x)

ne vozrastaet na (−∞, 0), to estь, qto g′(x) ≤ 0. Posle differen-

cirovani� s pomowь� toжdestva ϕ′(x) = −xϕ(x), зto neravenstvo

primet vid

u(x) = (1 + 2x2)Φ(x) (1 − Φ(x)) − ϕ2(x) + 2x(1 − 2Φ(x))ϕ(x) ≤ 0.

Ewe odno differencirovanie daet

u′(x) = 4xΦ(x) (1 − Φ(x)) + 4xϕ(x) (1 − ϕ(x)) + 3ϕ(x) (1 − 2Φ(x)).

Pustь v(x) = 4x(1 − ϕ(x)) + 3(1 − 2Φ(x)), tak qto

u′(x) = 4xΦ(x) (1 − Φ(x)) + ϕ(x)v(x). (1.7.20)

Togda

v′(x) = 4 + ϕ(x) (x2 − 10) (1.7.21)
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i v′′(x) = x(12 − x2)ϕ(x) ≥ 0 pri 0 ≤ x ≤
√

12. Poзtomu v vypukla

na [0,
√

12]. Krome togo, v(0) = 0,

v′(0) = 4 − 10ϕ(0) =

√
32π − 10√

2π
> 0,

sledovatelьno v′ > 0 na [0,
√

12]. Soglasno (1.7.21), v′ > 0 na

[
√

10,+∞), i poskolьku funkci� v′ qetna, v′ > 0 na vsei pr�moi.

Sledovatelьno v vozrastaet na vsei pr�moi. Tak kak v(0) = 0,

imeem v(x) < 0 na (−∞, 0), poзtomu, soglasno (1.7.20), u′ < 0 na

(−∞, 0). Takim obrazom, u ubyvaet na зtoi poluosi, i ostaets�

zametitь, qto u(−∞) = 0. Teorema 1.7.3 dokazana.
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§ 1.8. Primeqani�

Teorema 1.1.1 dokazana v [78]. Lemma 1.1.1 dokazana v [8].

Razliqnye voprosy, sv�zannye s izoperimetriqeskoi zadaqei

dl� vero�tnostnyh mer na pr�moi, rassmatrivalisь v [4], [8],

[71] i [78]. Teorema 1.2.1 dokazana v [71] (sluqai dvustoronnego

pokazatelьnogo raspredeleni� byl ranee issledovan v rabote

Talagrana [216]). Teorema 1.2.2 dokazana v [4] i [78], gde bylo

otmeqeno i sledstvie 1.2.1 (uslovie suwestvovani� nepreryvnoi

plotnosti sn�to v [8]). Mnogoqislennye primery, vkl�qa�wie

mnogoverxinnye raspredeleni�, privedeny v [78].

Funkcionalьna� forma dl� ”integralьnyh” izoperimetriqes-

kih neravenstv (1.3.4) byla vvedena v [72] i [73]. Tam жe i

dokazana teorema 1.3.1. Termin ”mulьtiplikativnyi modulь”

(i tem bolee ”soverxennyi modulь”) ne �vl�ets� obweprin�-

tym. Svoistva зtih obъektov izuqalisь v [71] i [73] (lemmy

1.4.2, 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5, a takжe lemmy 2.2.1, 2.2.2, 2.4.1, 2.4.2,

2.4.3, 2.4.4 i sledstvi� 2.4.1, 2.4.2 iz gl.2; sm. takжe lemmu

2.7.1). Lemma 1.4.5 detaliziruet v odnomernom sluqae izvest-

nu� harakterizaci� K. Borell� [88] logarifmiqeski vognutyh

raspredelenii.

Funkcionalьna� forma dl� ”differencialьnyh” izoperimet-

riqeskih neravenstv (1.4.8) byla vvedena v [72] na primere gaus-

sovskogo izoperimetriqeskogo neravenstva. Tam жe po-suwestvu

dokazana i teorema 1.4.1.

Vvedennoe opredelenie modul� gradienta |∇g| dl� funkcii g

na abstraktnom metriqeskom prostranstve (M,ρ) ispolьzovalosь

v [78] i [80], i my ne moжem ukazatь bolee rannie ssylki. Kak

pokazyva�t lemmy 1.4.1 i 1.6.1, зto opredelenie horoxo so-

glasuets� s pon�tiem perimetra. V sluqae M = R
n (s evkli-
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dovoi metrikoi) ono soglasuets� i s izvestnoi teoremoi Ste-

panova [43]: esli |∇g| < +∞ poqti vs�du (v smysle mery Le-

bega), to funkci� g poqti vs�du differenciruema (i znaqit

abstraktnoe opredelenie ne rashodits� s obyqnym, esli otoж-

destvl�tь funkcii, sovpada�wie na mnoжestve lebegovoi mery

nulь). Odnako, suwestvu�t i drugie opredeleni�. Soglasno

Hainonenu i Koskele [152], funkci� f na metriqeskom prostran-

stve (M,ρ) nazyvaets� slabym gradientom dannoi funkcii g na

M , esli dl� vseh a < b i l�bogo puti γ : [a, b] → M , takogo qto

ρ(γ(t), γ(s)) ≤ |t− s| pri t, s ∈ [a, b], imeet mesto neravenstvo

|g(γ(a)) − g(γ(b))| ≤
∫ b

a

f(γ(t)) dt.

Sledu� [152], Koskela i MakManus [162] ispolьzovali f pod

imenem ”verhnii gradient”, a Semes [212] – pod imenem ”obob-

wennyi gradient”. V [212] otmeqeno (bez dokazatelьstva), qto

dl� lipxicevyh g funkci� f = |∇g|, opredel�ema� s pomowь�

(1.4.7), vsegda �vl�ets� obobwennym gradientom g.

Teorema 1.5.1 dokazana v [72].

V predstavlennom vide teorema 1.6.1 dokazana v [78]. Lem-

mu 1.6.1 moжno naiti v [78] i [80]. Teoremy 1.7.1, 1.7.2 i 1.7.3

dokazany v [78].

Utverжdenie ob зkvivalentnosti neravenstv (1.7.1) i (1.7.2)

moжno obobwitь sledu�wim obrazom. Pustь Ψ – proizvolьna�

vypukla� funkci� na R, ne �vl��wa�s� affinnoi. Togda dl�

vseh a i b, takih qto b > Ψ(a),

inf
Eg=a,EΨ(g)=b

E|∇g| = inf
0<p<1

Iµ(p)xp(a, b), (1.8.1)

gde Iµ – izoperimetriqeska� funkci� vero�tnostnoi mery µ na

(abstraktnom) metriqeskom prostranstve (M,ρ), i x = xp(a, b) –

edinstvennoe poloжitelьnoe rexenie uravneni�

pΨ(a+ qx) + qΨ(a − px) = b, q = 1 − p.
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Pervyi infimum v (1.8.1) berets� po vsem funkci�m g na M ,

ime�wim koneqnu� lipxicevu konstantu na vseh xarah v M i

takim, qto Eg = a, EΨ(g) = b. Kogda Ψ – funkci� �nga, ra-

venstvo v (1.8.1) ravnosilьno utverжdeni� ob зkvivalentnosti

(1.7.1) i (1.7.2), i, kak otmeqalosь, зkvivalentnostь neravenstv

(1.7.1) i (1.7.2) vytekaet iz teoremy Rothauza s funkcionalom

L(g) = ‖g−Eg‖Ψ. Odnako, esli Ψ ne �vl�ets� funkciei �nga, te-

oremu 1.6.1 primenitь nelьz�. V obwem sluqae ravenstvo (1.8.1)

dokazano v [78]. Voprosy ob зkvivalentnosti izoperimetri-

qeskih neravenstv neravenstvam Soboleva obsuжda�ts� takжe

v [145]. Neravenstva vida (1.6.7),

c ‖g − Eg‖α ≤ E|∇g|, α ≥ 1, (1.8.2)

i ego obobweni� na tot sluqai, kogda L1-norma modul� gradien-

ta zamen�ets� na normu v prostranstve Lebega Lβ, inogda nazy-

va�t� neravenstvami tipa Soboleva–Puankare (i prosto nera-

venstvami tipa Puankare pri α = β). V terminah izoperimetri-

qeskoi funkcii Iµ nailuqxa� posto�nna� c = c(α) v (1.8.2), uqi-

tyva� otmeqennu� зkvivalentnostь neravenstv (1.6.6) i (1.6.7),

opredel�ets� sootnoxeniem

c = inf
0<p<1

Iµ(p)

(pαq + pqα)1/α
, q = 1 − p. (1.8.3)

Takim obrazom, rexiv izoperimetriqesku� zadaqu v (M,ρ, µ), to

estь, opredeliv Iµ, moжno naiti c s pomowь� (1.8.3). Odnako,

uжe v prosteixem sluqae, kogda M = S1(r) – okruжnostь ra-

diusa r > 0 s ravnomernym raspredeleniem µ, i sledovatelьno

Iµ(p) =
1

πr
– posto�nna� funkci�, (1.8.3) predstavl�et soboi

ne taku� uж i prostu� zadaqu o maksimizacii funkcii Iα(p) =

(pαq + pqα)1/α. Tot fakt, qto pri α ≤ 3 maksimum зtoi funkcii

dostigaets� v toqke p =
1

2
, i sledovatelьno c(α) =

2

πr
, dokazan
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v [78]. Pri α = 1 sootvetstvu�wee neravenstvo (1.8.2) (s op-

timalьnoi posto�nnoi c dl� nenormalizovannoi mery Lebega na

okruжnosti) upominaets� v rabotah Ossermana [198] i Rothauza

[206] kak neravenstvo Fainberga (tipa Virtingera), a pri α = 2

– v [206] (odnako, tam ne otmeqen tot fakt, qto esli rassmat-

rivatь (1.8.2) dl� normalizovannoi mery Lebega, to konstanty

sovpada�t: c(1) = c(2)). Pri α > 3 posto�nnye c(α) ubyva�t.

Kogda µ = σn – ravnomernoe raspredelenie na n-mernoi sfere

M = Sn(r) s n ≥ 2, optimalьna� posto�nna� c(α) v (1.8.2) poloжi-

telьna tolьko pri α ≤ n

n− 1
. Ee toqnoe znaqenie naideno v

rabote Qanki [232], ispolьzovavxim izoperimetriqesku� teo-

remu dl� sfery. V зtom sluqae minimum v (1.8.3) dostigaets�

pri p =
1

2
vne zavisimosti ot α. Sledovatelьno c(α) = c

( n

n− 1

)

,

priqem зkstremalьnymi funkci�mi v (1.8.2) (v asimptotiqeskom

smysle) �vl��ts� indikatory polusfer. Qastnyi sluqai n = 2

issledovals� ranee Talenti [226]. Interesno, qto esli zapisatь

(1.8.2) pri α =
n

n− 1
po otnoxeni� k (nenormalizovannoi) mere

Lebega na sfere (no, koneqno, ponima� vnutrennee matematiqes-

koe oжidanie kak srednee znaqenie), to moжno obnaruжitь, qto

optimalьna� posto�nna� c ne budet zavisetь ot r.

V [232] neravenstvo (1.8.2) rassmatrivalosь takжe dl� rav-

nomernogo raspredeleni� na xare v R
n. Dl� xara rexenie

(differencialьnoi) izoperimetriqeski zadaqi izvestno : зkst-

remalьnymi �vl��ts� xary so specifiqeskim centrom i radi-

usom ([12], [25]). Зtot fakt, soglasno [25], byl dokazan Burago

i Mazь� v [11].

V sluqae gaussovskoi mery µ = γn na M = R
n (s evklidovoi

metrikoi) optimalьna� posto�nna� c(α) v (1.8.2) poloжitelьna

tolьko pri α = 1. Ee toqnoe znaqenie c(1) =
√

2/π naideno Pizьe

[202] bez ispolьzovani� gaussovskogo izoperimetriqeskogo nera-

venstva. V kaqestvennom smysle Ledu usilil зtot rezulьtat,
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zameniv ‖ · ‖α v (1.8.2) na normu v podhod�wem prostranstve

Orliqa (im dokazano neravenstvo (1.7.16) s toqnostь� do ab-

sol�tnogo mnoжitel� [171]) .

V [78] predloжeny sledu�wie dostatoqnye uslovi�, pri koto-

ryh infimum v (1.8.3) dostigaets� v toqke p=
1

2
i stalo bytь ra-

ven 2 Iµ
( 1

2

)

: Iµ – simmetriqna otnositelьno
1

2
, Iµ(0+) = Iµ(1−) =

0, i funkci� dIαµ (p)/dp vypukla na (0,
1

2
] (gde 1 ≤ α ≤ 2). V ga-

ussovskom sluqae i sluqae sfery зti uslovi� vypoln��ts� dl�

vseh dopustimyh α.

Nakonec, otmetim, qto (1.8.2) vleqet neravenstvo

‖g‖α ≤ K ‖∇g‖1 +K1 ‖g‖1 (1.8.4)

s (uжe, voobwe govor�, neoptimalьnoi) posto�nnoi K = 1/c(α)

(K1 = 1). Takie i bolee obwie neravenstva, sv�zyva�wie ‖g‖α
s normami funkcii |∇g| i g v drugih prostranstvah Lebega,

sostavl��t vaжneixu� qastь v teorii prostranstv Soboleva.

Oni issledovalisь mnogimi avtorami. Osnovopolaga�wimi v

зtoi oblasti �vl��ts� klassiqeskie raboty Soboleva [36], [37],

[38], v kotoryh takie sootnoxeni� (vkl�qa� proizvodnye bolee

vysokih por�dkov) byli ustanovleny dl� mnogomernyh oblastei

evklidovogo prostranstva (odin iz naibolee rannih rezulьtatov

prinadleжit Fridrihsu [133]). Sovremennoe sosto�nie teorii

sobolevskih prostranstv izloжeno v knigah Mazьi [25], Adamsa

[48], Kufnera [164], Зbe� [149], priqem sobolevskie prostranst-

va na abstraktnyh metriqeskih prostranstvah tolьko naqina�t

issledovatьs� (vaжnye rezulьtaty v зtom napravlenii byli ne-

davno poluqeny Haivaxem, sm. napr. [144]).

Vopros o toqnyh konstantah v neravenstvah vida (1.8.4) i ih

obobweni�h okazyvaets� dovolьno delikatnym i daжe v nekoto-

ryh prostyh situaci�h predstavl�et soboi otdelьnu� nepros-

tu� zadaqu (sm., napr., Aubin [60], Talenti [225], Зbei i Vo-
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gon [150], [151]). Odin vaжnyi qastnyi sluqai zanimaet osoboe

poloжenie: M = Sn(r) – sfera s (nenormalizovannoi) meroi

Lebega, i α =
n

n− 1
. V зtom sluqae toqnoe znaqenie opti-

malьnoi posto�nnoi K v (1.8.4) bylo naideno Aubinym [61].

Vesьma l�bopytno, qto зta posto�nna� sovpadaet s optimalьnoi

posto�nnoi K v klassiqeskom neravenstve Soboleva dl� mery

Lebega v R
n

K

∫

Rn

|∇g(x)| dx ≥
(
∫

Rn

|g(x)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

(g – proizvolьna� gladka� funkci� s kompaktnym nositelem).
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GLAVA II. IZOPERIMETRIQESKIE ZADAQI

V PROSTRANSTVAH S RAVNOMERNYM

RASSTO�NIEM

§ 2.1. Indukcionnyi xag

Snova pustь M – topologiqeskoe prostranstvo s vydelennoi

sistemoi otkrytyh okrestnostei U(x), x ∈ M , i snabжennoe

(borelevskoi) vero�tnostnoi meroi µ. Rassmotrim izoperimet-

riqeskoe neravenstvo v M

µ(U(A)) ≥ R(µ(A)). (2.1.1)

Zdesь nas budet interesovatь tolьko odin vopros: moжno li ras-

prostranitь neravenstvo (2.1.1) na prostranstvo bolьxei ”raz-

mernosti”, to estь na dekartovu stepenь Mn s prodakt-meroi

µn? Qtoby ne rassmatrivatь voprosy izmerimosti, budem v

dalьneixem predpolagatь, qto M metrizuemo i separabelьno – v

зtom sluqae, µn zavedomo opredelena na σ-algebre borelevskih

podmnoжestv Mn.

V Mn vydelim sistemu okrestnostei–”kubov”

U(x) = U(x1) × · · · × U(xn), x = (x1, . . . , xn) ∈Mn,

tak qto v sootvetstvii s (1.1.1) okrestnosti mnoжestv A ⊂ Mn

dolжny opredel�tьs� ravenstvom

U(A) =
⋃

a∈A

U(a)

(dl� uproweni� zapisi my ignoriruem indeks razmernosti). V

qastnosti, esli v M U(A) = Ah – h-okrestnostь A ⊂M v smysle
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metriki ρ, to v Mn U(A) = Ah – h-okrestnostь A ⊂Mn v smysle

metriki ρ∞(x, y) = sup1≤i≤n ρ(xi, yi).

Pri зtih oboznaqeni�h spravedliva sledu�wa�

Teorema 2.1.1. Pustь R : [0, 1] → [0, 1] – vognutyi soverxennyi

modulь. Esli neravenstvo (2.1.1) vypoln�ets� dl� (M,µ), to ono

vypoln�ets� dl� (Mn, µn) (v klasse vseh izmerimyh podmnoжestv

M i Mn sootvetstvenno).

Napomnim, qto soverxennye moduli byli opredeleny uslovi-

�mi (1.3.5)–(1.3.6) i otdelьno v opredelenii 1.3.2.

Privedem takжe beskoneqnomernyi variant teoremy 2.1.1. V

prostranstve (M∞, µ∞) rassmotrim sistemu ”kubov” U∞(x) =

U(x1) × U(x2) × . . . , x ∈ M∞. Oni uжe ne budut otkrytymi mno-

жestvami v M∞, poзtomu dl� necilindriqeskih A my ne moжem

skazatь, qto mnoжestva U(A) budut izmerimy. Odnako, moжno

ocenivatь niжn�� i vnexn�� mery: µ∞∗ (U(A)) i (µ∞)∗(U(A)).

Sledstvie 2.1.1. Pustь R : [0, 1] → [0, 1] – vognutyi soverxen-

nyi modulь. Esli neravenstvo (2.1.1) vypoln�ets� dl� (M,µ),

to dl� vseh izmerimyh A ⊂M∞

(µ∞)∗(U(A)) ≥ R(µ(A)). (2.1.2)

Zameqanie 2.1.1. V ”regul�rnyh” sluqa�h vnexn�� mery

moжno zamenitь v (2.1.2) na vnutrenn��. Зto, naprimer, otno-

sits� k sitacii, kogda M = R s obyqnoi sistemoi okrestnostei,

to estь, k neravenstvam vida

(µ∞)∗(A+ (−h, h)∞) ≥ Rh(µ∞(A))

pri dopolnitelьnom predpoloжenii, qto Rh(p) nepreryvno zavi-

sit ot pary argumentov (p, h). Deistvitelьno, pustь 0 < p′ < p,

0 < h′ < h. Moжno podobratь kompaktnoe mnoжestvo K ⊂ A tak,
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qtoby µ∞(K) ≥ p′. Tak kak K + [−h′, h′]∞ kompaktno (kak summa

kompaktnyh mnoжestv) i sledovatelьno izmerimo, imeem:

µ∞
∗ (A+ (−h, h)∞) ≥ µ∞(K + [−h′, h′]∞)

≥ (µ∞)∗(K + (−h′, h′)∞) ≥ Rh′(p′).

Ustreml�� p′ → p, h′ → h, my poluqim

µ∞
∗ (A+ (−h, h)∞) ≥ Rh(µ∞(A)).

Dokazatelьstvo teoremy 2.1.1. Budem ispolьzovatь funkci-

onalьnu� formu (1.3.4): po teoreme 1.3.1 dl� l�boi funkcii

g : M → [0, 1]

EUg ≥ R
(

ER−1(g)
)

, (2.1.3)

gde Ug(x) = sup{g(a) : x ∈ U(a)}. Napomnim, qto Ug vsegda po-

lunepreryvna snizu. Sootvetstvenno, dl� funkcii g na Mn U-

operaci� zadaets� ravenstvom

Ug(x1, . . . , xn) = sup{g(a1, . . . , an) : ai ∈ U(xi), 1 ≤ i ≤ n}.

Matematiqeskoe oжidanie v (2.1.3) ponimaets� v smysle me-

ry µ. Esli my rasprostranim зto funkcionalьnoe neravenstvo

na (Mn, µn), to na indikatornyh funkci�h ono privedet k ”mno-

gomernomu” variantu (2.1.1).

Dokazatelьstvo moжno provesti po indukcii. Qtoby sdelatь

indukcionnyi xag, predpoloжim qto my imeem dva prostranstva

(M,µ) i (M ′, µ′) so svoimi sistemami okrestnostei U(x) i U ′(x′).

Rassmotrim proizvedenie (M × M ′, µ × µ′) s sistemoi okrest-

nostei U(x) × U ′(x′), (x, x′) ∈M ×M ′. Opredelim

D(x) = {a ∈M : x ∈ U(a)}, x ∈M,

D′(x′) = {a′ ∈M ′ : x ∈ U ′(a′)}, x ∈M ′.
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Predpolagaem, qto (2.1.3) vypoln�ets� dl� (M,µ) i (M ′, µ′). Ras-

smotrim izmerimu� funkci� g : M×M ′ → [0, 1]. Vvedem V = R−1

i zafiksiruem x′ ∈ M ′. Togda dl� funkcii x → g(x, x′) (2.1.3)

zapixets� kak
∫

M

V (g(x, x′)) dµ(x) ≤ V

(

∫

M

sup
y∈D(x)

g(y, x′) dµ(x)

)

. (2.1.4)

Poloжim

u(x′) =

∫

M

sup
y∈D(x)

g(y, x′) dµ(x).

Funkci� u korrektno opredelena (tak kak pod integralom stoit

polunepreryvna� po x funkci�), no ne vidno nikakih osnovanii

sqitatь ee izmerimoi. Poзtomu vvedem izmerimu� minorantu

u∗. Po teoreme Fubini leva� qastь (2.1.4) µ′-izmerima. Krome

togo, V (u∗) predstavl�et soboi izmerimu� minorantu V (u). Po-

зtomu (2.1.4) vleqet neravenstvo
∫

M

V (g(x, x′)) dµ(x) ≤ V (u∗(x′)) , (2.1.5)

spravedlivoe dl� µ′-poqti vseh x′ ∈ M ′. Integriru� (2.1.5) po

peremennoi x′ i primen�� (2.1.3) k u∗, my poluqim
∫

M ′

∫

M

V (g(x, x′)) dµ(x) dµ(x′) ≤ V

(
∫

M ′

U u∗(x′) dµ′(x′)

)

.

Ostaets� zametitь, qto u∗ ≤ u, i sledovatelьno U u∗ ≤ U u, i qto

U u(x′) = sup
y′∈D′(x′)

g(y′) = sup
y′∈D′(x′)

∫

M

sup
y∈D(x)

g(y, y′) dµ(x)

≤
∫

M

sup
y′∈D′(x′)

sup
y∈D(x)

g(y, y′) dµ(x) =

∫

M

Ug(x, x′) dµ(x).

Teorema dokazana.

Dokazatelьstvo sledstvi� 2.1.1. Pustь g : M∞ → [0, 1] – izme-

rima� funkci�. Budem dokazyvatь neravenstvo

E
∗ Ug ≥ R

(

ER−1(g)
)

, (2.1.6)
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gde Ug(x) = sup{g(a) : a ∈ M∞, xi ∈ U(ai), i ≥ 1}, tak qto na

indikatornyh funkci�h (2.1.6) prevrawaets� v (2.1.2) (E∗ oz-

naqaet vnexnii integral po mere µ∞). Pustь ψ – izmerima�

maжoranta dl� Ug. V qastnosti, 0 ≤ g ≤ Ug ≤ ψ ≤ 1. Dl� l�byh

fiksirovannyh (xn+1, xn+2, . . . ) g budet izmerimoi funkciei per-

vyh n peremennyh (x1, . . . , xn) ∈Mn, i poзtomu moжno primenitь

teoremu 2.1.1:

∫

Mn

V (g(x1, . . . , xn, xn+1, . . . )) dµ
n(x1, . . . , xn) ≤

(2.1.7)

V

(
∫

Mn

sup
yi∈D(xi)

g(y1, . . . , yn, xn+1, . . . ) dµ
n(x1, . . . , xn)

)

≤
(2.1.8)

V

(
∫

Mn

ψ(x1, . . . , xn, xn+1, . . . ) dµ
n(x1, . . . , xn)

)

(2.1.9)

Zametim, qto funkci� ot peremennyh (x1, . . . , xn) pod inte-

gralom v (2.1.8) polunepreryvna snizu, no зto, koneqno, ne vle-

qet izmerimostь vsego integrala ot peremennyh (xn+1, xn+2, . . . ).

Rassmotrim integraly v (2.1.7) i (2.1.9) kak uslovnye matema-

tiqeskie oжidani� na vero�tnostnom prostranstve (M∞, µ∞) ot-

nositelьno sigma-algebr τn, poroжdennyh koordinatnymi funk-

ci�mi πk(x) = xk, k > n:

(2.1.7) = E(V (g)|τn), (2.1.9) = V (E(ψ|τn)).

Horoxo izvestno, qto dl� l�boi summiruemoi sluqainoi veli-

qiny η na (M∞, µ∞) µ∞-poqti navernoe E(η|τn) → Eη pri n→ ∞.

Poзtomu v predele, s uqetom nepreryvnosti funkcii V , (2.1.7)

i (2.1.9) dadut iskomoe neravenstvo EV (g) ≤ V (Eψ) = V (E∗Ug).

Sledstvie dokazano.
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§ 2.2. Izoperimetriqeska� funkci� beskoneqnomernoi

prodakt-mery

Esli v ”odnomernom” neravenstve (2.1.1) R ne �vl�ets� sover-

xennym modulem, to utverжdenie teoremy 2.1.1 perestaet bytь

vernym. Poзtomu naxei sledu�wii zadaqei budet opredelenie

optimalьnoi funkcii R v (2.1.1), obsluжiva�wei vse razmer-

nosti. Soglasno naxim oboznaqeni�m, takoi funkciei �vl�ets�

Rµ∞(p) = inf
n
Rµn(p), 0 ≤ p ≤ 1,

gde

Rµn(p) = inf
µn(A)≥p

µn(U(A))

– izoperimetriqeska� funkci� prodakt-mery µn (infimum be-

rets� po vsem izmerimym A ⊂ Mn mery µn(A) ≥ p). Takim ob-

razom, Rµ∞ – izoperimetriqeska� funkci� ”beskoneqnomernoi”

prodakt-mery µ∞ v prostranstve (M∞, µ∞) dl� sistemy ”kubov”

U∞(x) = U(x1) × U(x2) × . . . , x ∈ M∞, v klasse vseh ”koneq-

nomernyh” (cilindriqeskih) podmnoжestv M∞:

Rµ∞(p) = inf
µ∞(A)≥p

µ∞(U(A)), 0 ≤ p ≤ 1,

gde infimum berets� po vsem cilindriqeskim izmerimym pod-

mnoжestvam A ⊂M∞ mery µ∞(A) ≥ p.

Itak, predpoloжim, qto my rexili odnomernu� izoperimet-

riqesku� zadaqu, to estь opredelili Rµ – optimalьnu� funk-

ci� v (2.1.1). Opredel�ets� li togda Rµ∞ odnoznaqno? I esli

da, to kak ee naiti ili opisatь? Na зti voprosy budut ni-

жe dany otvety v predpoloжenii, qto funkci� Rµ vognuta na

(0,1). Krome togo, my budem predpolagatь, qto vydelenna� sis-

tema okrestnostei v M obladaet sledu�wim svoistvom simmet-

riqosti:

x ∈ U(y) ⇒ y ∈ U(x), x, y ∈M. (2.2.1)
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Teorema 2.2.1. Predpoloжim, qto funkci� Rµ vognuta na (0,1),

priqem Rµ 6= 1 (toжdestvenno). Togda Rµ∞ – maksimalьna� fun-

kci� sredi vseh vozrasta�wih biekcii R : [0, 1] → [0, 1], takih

qto R ≤ Rµ i dl� vseh p, q ∈ (0, 1),

R(pq) ≤ R(p)R(q), (2.2.2)

S(pq) ≥ S(p)S(q), (2.2.3)

gde S(p) = 1 −R(1 − p).

To estь, Rµ∞ – maksimalьnyi soverxennyi modulь, maжoriru-

emyi Rµ. Koneqno, suwestvovavie takoi funkcii vhodit v ut-

verжdenie teoremy. Otmetim takжe, qto sluqai Rµ ≡ 1 na (0,1]

vozmoжen, i togda, oqevidno, Rµ∞ ≡ 1 na (0,1].

Sledstvie 2.2.1. Predpoloжim, qto funkci� Rµ vognuta na

(0,1). Sledu�wie utverжdeni� зkvivalentny:

a) Rµ∞ = Rµ;

b) Rµn = Rµ, gde n ≥ 2 fiksirovano;

c) funkci� R = Rµ udovletvor�et (2.2.2) i (2.2.3).

Dl� dokazatelьstva teoremy i sledstvi�, naqnem s podgotovi-

telьnyh lemm.

Lemma 2.2.1. Dl� l�boi neubyva�wei funkcii f : (0, 1] →
(0, 1], takoi qto f(p) ≥ p dl� vseh p ∈ (0, 1], suwestvuet maksimalь-

nyi mulьtiplikativnyi modulь R, maжoriruemyi f . Imenno:

R(p) = inf f(p1) . . . f(pn), (2.2.4)

gde infimum berets� po vsem koneqnym naboram {p1, . . . , pn} ⊂
(0, 1] so svoistvom p1 . . . pn = p. V qastnosti, R(p) ≥ p dl� vseh

p ∈ (0, 1]. Esli f vognuta, to R toжe vognuta.

Dokazatelьstvo. Funkci� R, opredelenna� v (2.2.4), �vl�ets�,

oqevidno, maksimalьnym mulьtiplikativnym modulem, maжori-

ruemym f . Pokaжem, qto R vognuta, esli f vognuta. Tak kak



128

R = infnRn, gde Rn opredel�ets� (2.2.4) s fiksirovannym n ≥ 1,

dostatoqno dokazatь vognutostь vseh Rn. Ispolьzu� indukci�,

neobhodimo pokazatь, qto dl� l�boi pary vognutyh neubyva�-

wih funkcii f1 ≥ 0 i f2 ≥ 0, zadannyh na (0,1], funkci�

R(p) = inf{f1(p1) f2(p2) : p1, p2 ∈ (0, 1], p1p2 = p} (2.2.5)

takжe vognuta i ne ubyvaet na (0,1]. Bolee togo, tak kak f1 i

f2 mogut bytь predstavleny kak potoqeqnye infimumy nekoto-

ryh semeistv neubyva�wih affinnyh funkcii, dostatoqno ras-

smotretь funkcii fi(p) = ai + bip, ai, bi ≥ 0 (i = 1, 2). Dl� takih

funkcii (2.2.5) daet

R(p) = a1a2 + b1b2p+ 2
√

a1a2b1b2 p ,

pri 0 < p ≤ c = min{(a1b2)/(a2b1), (a2b1)/(a1b2)}, i R affinna pri

p ≥ c, priqem R′(c+) = R′(c−). Sledovatelьno R vognuta i ne

ubyvaet.

Lemma 2.2.2. Dl� l�boi neubyva�wei vognutoi funkcii f :

(0, 1] → (0, 1], takoi qto f(1) = 1 i f 6= 1 (toжdestvenno), suwest-

vuet maksimalьnyi soverxennyi modulь R, maжoriruemyi f .

Funkci� R vognuta.

Dokazatelьstvo. Dl� vozrasta�wei biekcii R v [0,1], kak

obyqno, oboznaqim qerez R−1 obratnu� k nei funkci�. Napom-

nim, qto my nazvali dualьnoi k R funkci� R∗(p) = 1−R−1(1−p),
0 ≤ p ≤ 1, �vl��weis� obratnoi k funkcii S(p) = 1 − R(1 − p).

Takim obrazom, (2.2.3) зkvivalentno neravenstvu

R∗(pq) ≤ R∗(p)R∗(q), p, q ∈ [0, 1],

i znaqit, kak uжe otmeqalosь, R budet soverxennym modulem

togda i tolьko togda, kogda R i R∗ �vl��ts� mulьtiplikativ-

nymi modul�mi odnovremenno. Budem ispolьzovatь sledu�wie
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prostye svoistva dualьnyh funkcii:

(R∗)∗ = R; (2.2.6)

esli R1 ≤ R2, to R∗
1 ≤ R∗

2; (2.2.7)

esli R vognuta, to R∗ vognuta. (2.2.8)

Zdesь R, R1 i R2 – vozrasta�wie biekcii v [0,1]. Budem oboz-

naqatь funkci� R iz lemmy 2.2.1 kak mod(f). Opredelim funk-

cii Rλ po transfinitnoi indukcii. Poloжim R0 = mod(f). Po

lemme 1.4.2 i 2.2.1 R0 – vozrasta�wa� vognuta� biekci� v (0,1].

Kogda λ = ξ + 1 – ne predelьnoe por�dkovoe qislo, poloжim

Rλ = min
{

mod(Rξ), (mod(R∗
ξ))∗

}

. (2.2.9)

V protivnom sluqae poloжim Rλ = infξ<λRξ. Moжno predpo-

lagatь v takom opredelenii, qto λ < λ0, gde λ0 – dostatoqno

bolьxoe. Osuwestvl�� indukcionnyi xag, predpoloжim, qto

pri vseh ξ < λ Rξ – vozrasta�wa� vognuta� biekci� v (0,1].

Togda dl� λ = ξ + 1 funkci� Rλ v (2.2.9) budet vozrasta�wei

vognutoi biekciei v (0,1] v silu lemmy 2.2.1 i svoistva (2.2.8).

Dl� predelьnyh por�dkovyh qisel λ Rλ budet obladatь temi жe

svoistvami kak infimum vozrasta�wih vognutyh biekcii.

Takim obrazom, my postroili nevozrasta�wu� transfinit-

nu� posledovatelьnostь Rλ, λ < λ0, vozrasta�wih vognutyh

biekcii v (0,1]. Esli λ0 dostatoqno bolьxoe, naprimer, esli

card(λ0) > 2c, to зta posledovatelьnostь dolжna naqina� s neko-

torogo xaga λ < λ0 statь posto�nnoi, to estь, Rλ+1 = Rλ. So-

glasno (2.2.9), зto oznaqaet, qto

Rλ = mod(Rλ), Rλ ≤ (mod(R∗
λ))∗.

Poзtomu Rλ – mulьtiplikativnyi modulь i, v silu (2.2.7) i

(2.2.8),

R∗
λ ≤ ((mod(R∗

λ))∗)∗ = mod(R∗
λ).
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Sledovatelьno, vspomina� qto, mod(g) ≤ g, my poluqaem, qto R∗
λ

toжe budet mulьtiplikativnym modulem. Kak sledstvie, Rλ –

soverxennyi modulь.

Ostaets� pokazatь, qto Rλ – maksimalьna� funkci� sredi vseh

soverxennyh modulei, maжoriruemyh f . Pustь R – soverxennyi

modulь, takoi qto R ≤ f . Pokaжem indukciei po ξ, qto R ≤ Rξ

dl� vseh ξ < λ0. Tak kak R ≤ f i R – mulьtiplikativnyi modulь,

imeem R ≤ mod(f) = R0. Dopustim teperь, qto R ≤ Rη dl�

vseh η < ξ. Esli ξ – predelьnyi ordinal, to R ≤ infη<ξ Rη =

Rξ. V drugom sluqae, kogda ξ = η + 1, my imeem R ≤ mod(Rη),

poskolьku R ≤ Rη i R – mulьtiplikativnyi modulь. Soglasno

(2.2.7), R∗ ≤ R∗
η, sledovatelьno R∗ ≤ mod(R∗

η), tak kak R∗ –

mulьtiplikativnyi modulь. Snova primen�� (2.2.6) i (2.2.7),

poluqaem R = (R∗)∗ ≤ (mod(R∗
η))∗. Kombiniru� obe ocenki, za-

kl�qaem, qto

R ≤ min
{

mod(Rη), (mod(R∗
η))∗

}

= Rξ.

Takim obrazom, R ≤ Rξ dl� vseh ξ < λ0. Lemma 2.2.2 dokazana.

Lemma 2.2.3. Funkci� Rµ∞ �vl�ets� soverxennym modulem.

Esli Rµ vognuta na (0,1), to i Rµ∞ vognuta na (0,1).

Dokazatelьstvo. Imenno v зtom meste my ispolьzuem svoistvo

simmetriqnosti (2.2.1). Dl� proizvolьnogo mnoжestva B ⊂ M

opredelim ego ”U-vnutrennostь”: int(B) = {x ∈M : U(x) ⊂ B}. V
silu (2.2.1), dl� l�bogo razbieni� M na dva podmnoжestva A i

B imeem:

U(A) i int(B) obrazu�t razbienie M. (2.2.10)

Semeistvo kubov U(x) = U(x1)× · · · ×U(xn), x = (x1, . . . , xn) ∈Mn,

oqevidno, takжe udovletvor�et (2.2.1), poзtomu (2.2.10) vypol-

n�ets� i v Mn. Krome togo, dl� l�byh A1, B1 ⊂Mn, A2, B2 ⊂Mk
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spravedlivy toжdestva

U(A1 ×A2) = U(A1) × U(A2), (2.2.11)

int(B1 ×B2) = int(B1) × int(B2). (2.2.12)

Opredelim

R(p) = inf
n

inf
µn(A)≥p

µn(U(A)), (2.2.13)

S(p) = sup
n

sup
µn(B)≤p

µn(int(B)), (2.2.14)

to estь, R = R∞
µ . V silu (2.2.10), зti funkcii sv�zany sootno-

xeniem

R(p) + S(1 − p) = 1, 0 < p < 1.

Proverim (2.2.2) i (2.2.3) dl� R i S. Po opredeleni� (2.2.13),

dl� l�byh p, q ∈ (0, 1) i c > 1 moжno podobratь celye qisla

n, k ≥ 1 i mnoжestva A1 ⊂ Mn, A2 ⊂ Mk, takie qto µn(A1) ≥ p,

µk(A2) ≥ q, priqem

µn(U(A1)) ≤ cR(p), µk(U(A2)) ≤ cR(q). (2.2.15)

Mnoжestvo A = A1 × A2 ⊂ Mn+k imeet meru µn+k(A) ≥ pq, sle-

dovatelьno, soglasno (2.2.11) i (2.2.13),

R(pq) ≤ µn+k(U(A)) = µn(U(A1))µk(U(A2)). (2.2.16)

Kombiniru� (2.2.15) i (2.2.16), poluqaem R(pq) ≤ c2R(p)R(q).

Ustreml�� c → 1+, prihodim k neravenstvu R(pq) ≤ R(p)R(q),

to estь, (2.2.2) vypoln�ets�. Toqno takie жe rassuжdeni� s is-

polьzovaniem (2.2.12) i (2.2.14) privod�t k neravenstvu S(pq) ≥
S(p)S(q). Po lemme 1.4.2 R – vozrasta�wa� biekci� v (0,1), i

sledovatelьno R – soverxennyi modulь.

Vognutostь R budet �sna iz niжesledu�wego rassuжdeni�.

Dokazatelьstvo teoremy 2.2.1. V silu lemmy 2.2.2 suwestvuet

maksimalьnyi soverxennyi modulь R, maжoriruemyi f = Rµ.
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Poзtomu, tak kak Rµ∞ – soverxennyi modulь (lemma 2.2.3), my

imeem Rµ∞ ≤ R. Snova v silu lemmy 2.2.2, funkci� R vognuta,

poзtomu po teoreme 2.1.1 dl� l�bogo n ≥ 1 i l�bogo izmerimogo

mnoжestva A ⊂Mn

µn(U(A)) ≥ R(µn(A)).

No зto oznaqaet, qto Rµ∞ ≥ R. Kak rezulьtat, Rµ∞ = R. Teorema

2.2.1 dokazana.

Dokazatelьstvo sledstvi� 2.2.1. Nuжno lixь pokazatь, qto

Rµ2 = Rµ vleqet (2.2.2) i (2.2.3). Kak i v dokazatelьstve lemmy

2.2.3, rassmatriva� mnoжestva vida A1 ×A2 ⊂M2, B1 ×B2 ⊂M2

s µ(A1) ≥ p, µ(A2) ≥ q, µ(B1) ≤ p, µ(B2) ≤ q, my moжem poluqitь,

opira�sь na (2.2.11)–(2.2.12), neravenstva

Rµ2(pq) ≤ Rµ(p)Rµ(q), Sµ2(pq) ≥ Sµ(p)Sµ(q),

gde Sµ(p) = 1−Rµ(1−p), Sµ2(p) = 1−Rµ2(1−p). Poзtomu v sluqae

Rµ2 = Rµ funkci� Rµ budet soverxennym modulem.
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§ 2.3. Logarifmiqeski vognutye prodakt-mery

s зkstremalьnym svoistvom poluprostranstv

Teperь my moжem rassmatrivatь izoperimetriqesku� zadaqu

v konkretnyh prostranstvah. Teorema 2.2.1 i ee sledstvie in-

teresny uжe v sluqae, kogda M = R s obyqnoi sistemoi okrest-

nostei, tak qto dl� mnogomernyh mnoжestv A ⊂ R
n reqь idet

ob h-okrestnosti Uh(A) = A + (−h, h)n v smysle ravnomernogo

rassto�ni� v R
n.

Pustь µ – logarifmiqeski vognuta� mera na vewestvennoi

pr�moi R s plotnostь� f : µ sosredotoqena na nekotorom inter-

vale (aµ, bµ), gde f poloжitelьna, priqem log f – vognuta. Oboz-

naqim qerez F−1 : (0, 1) → (aµ, bµ) obratnu� k funkcii rasprede-

leni� F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ (aµ, bµ). Zdesь my opixem vse takie

µ, dl� kotoryh µn (A+ (−h, h)n) minimiziruets� na standartnyh

poluprostranstvah A = {x ∈ R
n : x1 ≤ c}.

Teorema 2.3.1. Pri n ≥ 2 sledu�wie uslovi� зkvivalentny:

a) dl� l�byh p ∈ (0, 1) i h > 0 standartnye poluprostranstva

minimiziru�t µn (A+ (−h, h)n) v klasse vseh izmerimyh A ⊂ R
n

mery µn(A) = p;

b) to жe svoistvo dl� klassa vseh vypuklyh mnoжestv A;

c) mera µ simmetriqna otnositelьno svoei mediany, i dl�

vseh p, q ∈ (0, 1)

f(F−1(pq))

pq
≤ f(F−1(p))

p
+

f(F−1(q))

q
. (2.3.1)

Kak uжe otmeqalosь (§ 1.4), svoistvo (2.3.1) vmeste s simmet-

riqnostь� vleqet aµ = −∞, bµ = +∞, tak qto nositelem µ

dolжna bytь vs� pr�ma�. Takim obrazom, v predpoloжenii sim-

metriqnosti svoistvo c) oznaqaet, qto pri vseh h > 0 funkci�
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Rh(p) = F (F−1(p)+h) �vl�ets� soverxennym modulem (sm. lemmu

1.4.3). Zametim, qto pri n = 1 utverжdenie teoremy perestaet

bytь vernym: uslovie simmetriqnosti budet kak neobhodimym,

tak i dostatoqnym dl� зkstremalьnosti poluosei A = (−∞, u]

(§ 1.2).
Privedem dva primera. Esli µ – dvustoronnee pokazatelь-

noe raspredelenie, to f(F−1(p)) = min{p, 1 − p}, i sledovatelьno

(2.3.1) naruxaets�. Esli жe µ – logistiqeskoe raspredelenie,

to estь, F (x) = 1/(1 + exp(−x)), x ∈ R, to f(F−1(p)) = p(1 − p)

udovletvor�et (2.3.1). Bolee obwo, зtomu uslovi� udovletvor�-

�t vse simmetriqnye logarifmiqeski vognutye µ, dl� kotoryh

funkci� log(f/F ) vognuta (lemma 1.4.4).

Dokazatelьstvo. a) ⇐⇒ c): uslovie simmetriqnosti µ �vl�et-

s� neobhodimym dl� a) i vytekaet iz rassmotreni� odnomer-

noi zadaqi (teorema 2.2.2), tak qto moжno predpolagatь, qto

mera µ simmetriqna. V зtom sluqae snova po teoreme 2.2.2

my imeem dl� izoperimetriqeskoi funkcii mery µ sootnoxenie

Rh,µ(p) = F (F−1(p)+h). Uslovie a) moжno zapisatь kak Rh,µn(p) =

F (F−1(p)+h) dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0, poзtomu зkvivalentnostь

a) i c) moжno vyrazitь sootnoxeniem Rh,µn = Rh,µ. Soglasno

sledstvi� 2.2.1, зto ravnosilьno tomu, qto funkci� Rh,µ budet

soverxennym modulem pri vseh h > 0, to estь, svoistvu (2.3.1)

(lemma 1.4.3).

b) ⇒ c): simmetriqnostь µ byla poluqena pri rassmotrenii

v odnomernoi izoperimetriqeskom neravenstve µ(A + (−h, h)) ≥
F (F−1(µ(A)) + h) intervalov vida A = [y,+∞), a oni �vl��t-

s� vypuklymi. Poзtomu µ simmetriqna. Primen�� жe dvumer-

noe neravenstvo µ2(A+ (−h, h)) ≥ F (F−1(µ(A)) + h) k (vypuklym)

kubam A = (∞, x]× (∞, y], poluqaem svoistvo Rh(pq) ≤ Rh(p)Rh(q),

kotoroe pri h→ 0 prevrawaets� v (2.3.1).

Oqevidno, a) ⇒ b), i znaqit teorema 2.3.1 dokazana.



135

Zameqanie 2.3.1. Dl� logarifmiqeski vognutyh mer µ, udov-

letvor��wih a), my imeem Rh,µ∞(p) = F (F−1(p) + h). Soglasno

zameqani� 2.1.1,

Rh,µ∞(p) = inf
µ∞(A)≥p

µ∞∗ (A+ (−h, h)∞), 0 ≤ p ≤ 1,

gde infimum berets� po vsem izmerimym podmnoжestvam A ⊂ R
∞

mery µ∞(A) ≥ p i dostigaets� na standartnyh poluprostranst-

vah.

Zameqanie 2.3.2. Pustь n ≥ 2 i ζ = (ζi)
n
i=1 – posledova-

telьnostь nezavisimyh sluqainyh veliqin, ime�wih obwee lo-

garifmiqeski vognutoe raspredelenie µ. Togda v terminah ρ∞-

lipxicevyh funkcii g na R
n (s lipxicevoi normoi ‖g‖Lip ≤ 1)

svoistvo a) moжno zapisatь kak (1.1.5):

P {g(ζ) −mp(g(ζ)) ≥ h} ≤ P {ζ1 −mp(ζ1) ≥ h}, h > 0, (2.3.2)

gde mp oznaqaet kvantilь por�dka p ∈ (0, 1). Inaqe govor� (lem-

ma 1.1.1), dl� l�boi ρ∞-lipxicevoi funkcii g na R
n suwest-

vuet lipxiceva funkci� g∗ na pr�moi R, taka� qto sluqainye

veliqiny g(ζ) i g∗(ζ1) odinakovo raspredeleny.

Svoistvo b) govorit, qto neravenstvo (2.3.2) vypoln�ets� dl�

vseh lipxicevyh vypuklyh g. I kak my videli iz dokazatelь-

stva, qtoby vyvesti (2.3.2) dl� vseh lipxicevyh g, dostatoqno

predpolagatь (2.3.2) tolьko dl� dvuh funkcii: g1(x) = −x1 i

g2(x) = max(x1, x2).
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§ 2.4. Izoperimetriqeska� funkci� beskoneqnomernogo

pokazatelьnogo raspredeleni�

Zdesь my ill�striruem primenenie teoremy 2.2.1 na primere

nesimmetriqnogo raspredeleni�. Pustь µ – odnostoronnee poka-

zatelьnoe raspredelenie na M = R s plotnostь� f(x) = exp(−x),

x > 0. Soglasno teoreme 1.2.1, v odnomernoi izoperimetri-

qeskoi zadaqe зkstremalьnymi budut intervaly vida (−∞, x]

i [y,+∞), to estь, izoperimetriqeska� funkci� µ opredel�et-

s� sootnoxeniem

Rh,µ(p) = min {(1 − α) + αp, p/α} , 0 ≤ p ≤ 1, (2.4.1)

gde α = e−h, h > 0. Зta funkci� ne �vl�ets� soverxennym mo-

dulem, no vognuta, poзtomu my nahodims� v uslovi�h teoremy

2.2.1.

Teorema 2.4.1. Dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0,

Rh,µ∞(p) = min
{

pα, 1 − (1 − p)1/α
}

, α = e−h. (2.4.2)

Napomnim, qto Rh,µ∞ = infnRh,µn i, soglasno zameqani� 2.1.1,

Rh,µ∞(p) = inf
µ∞(A)≥p

µ∞
∗ (A+ h(−1, 1)∞), (2.4.3)

gde infimum berets� po vsem izmerimym A ⊂ R
∞ mery µ∞(A) ≥ p

(µ∞
∗ oznaqaet vnutrenn�� meru).

Po vsei vidimosti, зkstremalьnyh mnoжestv, obrawa�wih

(2.4.3) v ravenstvo, net. Odnako, opira�sь na (2.4.2), legko nai-

ti asimptotiqeski зkstremalьnye mnoжestva. Oboznaqim qerez

An(p) = (−∞, an(p)]n × R × . . . standartnyi ”n-mernyi” cilin-

driqeskii kub mery p, sledovatelьno an(p) = − log(1 − p1/n), i
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qerez Bn(p) – dopolnenie k An(1 − p). Prostoi podsqet pokazy-

vaet, qto

µ∞(An(p) + h(−1.1)∞) −→ pα,

µ∞(Bn(p) + h(−1.1)∞) −→ 1 − (1 − p)1/α,

pri n → ∞. Poзtomu infimum v (2.4.3) dostigaets� na asimp-

totiqeski standartnyh n-mernyh kubah mery p ili na dopolne-

ni�h k takim kubam mery 1−p. Zametim, qto зti asimptotiqeski

зkstremalьnye mnoжestva sami po sebe ne zavis�t ot parametra

h, no dl� togo, qtoby sdelatь vybor tipa (An(p) ili Bn(p)),

nuжno sravnitь pα s 1 − (1 − p)1/α. Netrudno pokazatь, qto dl�

vseh p ∈ [1/2, 1) i dl� vseh α ∈ (0, 1) pα < 1 − (1 − p)1/α, sledova-

telьno dl� vseh h > 0 my imeem

Rh,µ∞(p) = pα,

i, takim obrazom, kuby An(p) budut asimptotiqeski зkstremalь-

nymi, kak tolьko p ≥ 1
2 . Pri p < 1

2 tip зkstremalьnyh mnoжestv

zavisit takжe ot h.

Dl� dokazatelьstva teoremy 2.4.1 my snaqala privedem nes-

kolьko prostyh lemm o mulьtiplikativnyh modul�h s tem, qtoby

nam legqe bylo primenitь osnovnu� teoremu 2.2.1.

Oboznaqim qerez Q+ (sootvetstvenno qerez Q−) semeistvo vseh

neubyva�wih funkcii f : (0, 1] → (0, 1], takih qto f(1) = 1 i

funkci�

Tf (x) = − log f(exp(−x)), x ≥ 0,

vypukla (sootvetstvenno vognuta) na [0,+∞). V klasse nepre-

ryvno differenciruemyh f na (0,1] зto oznaqaet, qto funkci�

Lf (p) = pf ′(p)/f(p)

ne vozrastaet (sootvetstvenno, ne ubyvaet) na (0,1]. �sno, qto

esli f = f1, f2 ∈ Q+, to min(f1, f2) ∈ Q+, tak kak funkci� Tf =
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max(Tf1 , Tf2) vypukla kak maksimum vypuklyh funkcii. Napom-

nim, qto naimenьxii mulьtiplikativnyh modulь R, maжoriru-

emyi funkciei f , my oboznaqili mod(f).

Lemma 2.4.1. Esli R ∈ Q+, to R – mulьtiplikativnyi modulь.

Lemma 2.4.2. Esli f ∈ Q−, to funkci� R = mod(f) imeet vid

R(p) = inf
n≥1

f
(

p1/n
)n
, 0 < p ≤ 1.

Dokazatelьstvo. Pustь snaqala R ∈ Q+. Funkci� TR(x) +

TR(a − x) vypukla na intervale 0 ≤ x ≤ a i poзtomu dostigaet

maksimum v toqke x = 0 ili x = a. Sledovatelьno dl� vseh

x, y ≥ 0 TR(x + y) ≥ TR(x) + TR(y), to estь, R(pq) ≤ R(p)R(q) dl�

vseh p, q ∈ (0, 1]. Takim obrazom, R – mulьtiplikativnyi modulь.

Pustь teperь R ∈ Q−. Soglasno lemme 2.2.1, nam nuжno mini-

mizirovatь proizvedeni� f(p1) . . . f(pn) pri uslovii p1 . . . pn = p

ili v terminah Tf – maksimizirovatь funkci�

u(x1, . . . , xn) = Tf (x1) + · · · + Tf (xn)

na simplekse x1 + · · · + xn = x, xi ≥ 0 (pri x = − log p). Po

neravenstvu Iensena Tf (x1) + · · · + Tf (xn) ≤ nTf (x/n), to estь, u

dostigaet maksimum v toqke (x/n, . . . , x/n). Takim obrazom,

sup u = nTf (x/n) = −n log f
(

p1/n
)

.

Ostaets� maksimizirovatь po n.

Sledstvie 2.4.1. Dl� funkcii f(p) = (1 − α) + αp, α ∈ [0, 1],

imeem mod(f)(p) = pα.

Deistvitelьno, f ∈ Q− i infn f
(

p1/n
)n

= limn→∞ f
(

p1/n
)n

= pα.

Lemma 2.4.3. Pustь 0 < α ≤ 1. Funkci� R(p) = 1 − (1 − p)1/α

prinadleжit Q+ i sledovatelьno �vl�ets� mulьtiplikativnym
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modulem. Takim obrazom, R i dualьna� k nei funkci� R∗(p) = pα

�vl��ts� soverxennymi modul�mi.

Deistvitelьno, pri α = 1 dokazyvatь neqego, a pri α ∈ (0, 1)

poloжim β = 1/α > 1, q = 1 − p. Togda funkci�

p −→ αLR(p) =
p(1− p)β−1

1− (1− p)β
= 1 − 1− qβ−1

1− qβ

ubyvaet togda i tolьko togda, kogda funkci� u(t) =
1− tγ

1− t
uby-

vaet po t ∈ (0, 1), qto oqevidno (zdesь γ =
β − 1

β
∈ (0, 1) i t = qβ).

Tak kak funkci� f(p) = pα prinadleжit klassu Q+ pri α ≥ 0,

my poluqaem iz lemmy 2.4.3 i lemmy 2.4.1:

Sledstvie 2.4.2. Pustь α ∈ (0, 1]. Funkci�

R(p) = min{pα, 1 − (1 − p)1/α}, p ∈ (0, 1], (2.4.4)

prinadleжit Q+. Poskolьku R∗ = R, R – soverxennyi modulь.

Dl� dokazatelьstva teoremy 2.4.1 nam ostaets� primenitь te-

oremu 2.2.2 k funkcii f(p) = Rh,µ(p) = min{(1 − α) + αp, p/α},
zadannoi v (2.4.1), s pomowь� sledu�wei lemmy.

Lemma 2.4.4. Pustь α ∈ (0, 1]. Funkci� R, opredelenna� vyxe

v (2.4.4), �vl�ets� maksimalьnym soverxennym modulem, maжo-

riruemym funkciei f = Rh,µ.

Dokazatelьstvo. Oboznaqim qerez R1 maksimalьnyi sover-

xennyi modulь, maжoriruemyi f . Poskolьku R – soverxennyi

modulь i R ≤ f , imeem R ≤ R1, i nam nuжno dokazatь obratnoe

neravenstvo. Imeem: R1(p) ≤ f1(p) = (1 − α) + αp, i, primen��

sledstvie 2.4.2, R1(p) ≤ mod(f1)(p) = pα. Primen�� svoistvo

(2.2.7), poluqaem

R∗
1(p) ≤ mod(f1)∗(p) = 1 − (1 − p)1/α.

Oba neravenstva da�t R1 ≤ R = min(mod(f1),mod(f1)∗). Lemma

2.4.4 i znaqit teorema 2.4.1 dokazany.
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§ 2.5. Izoperimetriqeskie neravenstva dl� monotonnyh

mnoжestv

Teorema 2.4.1 moжet navesti na myslь, qto v klasse vseh mono-

tonnyh mnoжestv asimptotiqeski зkstremalьnymi mogut bytь

tolьko kuby, to estь, vypoln�ets� neravenstvo

µ∞
∗ (A+ h(−1, 1)∞) ≥ pα, p = µ∞(A), (2.5.1)

gde α = e−h. Napomnim, qto my nazyvaem mnoжestvo A ⊂ R
n

monotonnym, esli dl� vseh x, y ∈ R
n, kak tolьko x ∈ A i yi ≤ xi

dl� vseh i ≤ n, my imeem y ∈ A. Analogiqno opredel��ts� mono-

tonnye mnoжestva v R
∞. Esli by (2.5.1) bylo spravedlivo dl�

takih mnoжestv, to standartnye kuby An(p), koneqno, byli by

asimptotiqski зkstremalьnymi. Зto predpoloжenie okazyvaet-

s� vernym, priqem tot fakt, qto mera µ imeet pokazatelьnoe

raspredelenie, ne suwestvenen.

Teorema 2.5.1. Pustь h > 0 i α ∈ (0, 1). Esli dl� dannoi ve-

ro�tnostnoi mery µ na pr�moi R odnomernoe neravenstvo (2.5.1)

vypoln�ets� na intervalah vida A = (−∞, a], to ono vypoln�ets�

v R
∞ dl� vseh monotonnyh mnoжestv.

Зto utverжdenie – qastnyi sluqai teoremy 2.1.1: v prost-

ranstve M = R sleduet vydelitь sistemu okrestnostei U(x) =

(−∞, x + h), to estь, okrestnosti mnoжestv A ⊂ R
n budut opre-

del�tьs� ravenstvom U(A) = A + (−∞, h)n, priqem dl� mono-

tonnyh mnoжestv U(A) = A + (−h, h)n. Oqevidno, neravenstvo

µn(U(A)) ≥ R(µn(A)) v klasse vseh izmerimyh A ravnosilьno

зtomu жe neravenstvu v klasse vseh monotonnyh A. V naxem

sluqae funkci� R(p) = pα �vl�ets� soverxennym modulem (lemma

2.4.3). Takim obrazom, (2.5.1) vypoln�ets� v R
n na monotonnyh

mnoжestvah, kak tolьko ono vypoln�ets� v R. No na pr�moi
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monotonnymi �vl��ts� tolьko intervaly vida A0 = (−∞, a] i

A1 = (−∞, a). Poskolьku U(A0) = U(A1), dostatoqno trebovatь

vypolnenie odnomernogo neravenstva (2.5.1) tolьko dl� inter-

valov pervogo vida. Perehod k beskoneqnomernym mnoжestvam

ot koneqnomernyh standarten (sm. sledstvie 2.1.1 i zameqanie

2.1.1).

Itak, dl� beskoneqnomernogo pokazatelьnogo raspredeleni�

µ∞ my imeem 2 neravenstva:

µ∞(A+ h(−1, 1)∞) ≥ min
{

pα, 1 − (1 − p)1/α
}

, A− l�boe,
(2.5.2)

µ∞(A+ h(−1, 1)∞) ≥ pα, A− monotonnoe, (2.5.3)

gde α = e−h, p = µ∞(A) (mnoжestvo A ⊂ R
∞ i ego h-okrest-

nosti predpolaga�ts� izmerimymi). Kak uжe otmeqalosь, pri

p ≥ 1

2
neravenstvo (2.5.3) ne usilivaet (2.5.2). Pri p <

1

2
i

dostatoqno bolьxih h snova pα < 1 − (1 − p)1/α, i znaqit toжe

net usileni� s toqki zreni� svoistva koncentracii (imeets�,

odnako, odin kontrargument, kasa�wiis� gaussovskoi mery; sm.

zameqanie 2.5.2 niжe). Pri malyh жe h i p <
1

2
, (2.5.2) i (2.5.3)

suwestvenno otliqa�ts�. Polaga� v зtih neravenstvah h → 0,

my poluqim ocenki dl� µ∞-perimetra:

(µ∞)+(A) ≥ min{−p log p, −(1 − p) log(1 − p)}, A− l�boe,
(2.5.4)

(µ∞)+(A) ≥ −p log p, A− monotonnoe. (2.5.5)

Razliqie meжdu (2.5.4) i (2.5.5) pro�vl�ets�, naprimer, v tom,

qto dl� pokoordinatno neubyva�wih gladkih funkcii g > 0 na

R
n prodakt-mery µn udovletvor��t logarifmiqeskim neraven-

stvam Soboleva Eg log g−Eg logEg ≤ E‖∇g‖1, a dl� proizvolьnyh

gladkih funkcii – ne udovletvor��t.

Rassmotrim teperь obwu� situaci�. V terminah funkcii

raspredeleni� F (x) = µ((−∞, x]) mery µ uslovie teoremy 2.5.1
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moжno zapisatь kak neravenstvo

F ((x+ h)−) ≥ F (x)α, x ∈ R, (2.5.6)

qto, oqevidno, vleqet зksponencialьnoe ubyvanie hvostov F v

toqke +∞. Otmetim, qto dl� dvoinogo зksponencialьnogo ras-

predeleni� F (x) = exp(− exp(−x)) v (2.5.6) imeet mesto ravenstvo

(pri α = e−h). V obwem sluqae, fiksiru�, naprimer, parametr

h, sleduet v (2.5.6) optimizirovatь α.

Vydelim odin vaжnyi klass raspredelenii, dl� kotoryh ne-

ravenstvo (2.5.1) budet optimalьnym ili ”poqti” optimalьnym.

Budem rassmatrivatь vero�tnostnye mery µ, sosredotoqennye

na poluosi [0,+∞), dl� kotoryh

(i) funkci� raspredeleni� F nepreryvna i (strogo) vozras-

taet na [0, bF ), gde bF = sup{x : F (x) < 1};
(ii) 1 − F (x+ y) ≤ (1 − F (x))(1 − F (y)) dl� vseh x, y ≥ 0.

Naprimer, vse logarifmiqeski vognutye mery na [0,+∞) ob-

lada�t зtimi svoistvami, a dl� pokazatelьnogo raspredeleni�

v (ii) imeet mesto ravenstvo.

Tak kak mera µn sosredotoqena na oktante R
n
+ = [0,+∞)n,

pon�tie monotonnosti budem ispolьzovatь primenitelьno k mno-

жestvam A ⊂ R
n
+: A – monotonno v R

n
+, esli

∀x ∈ A, ∀y ∈ R
n
+ (yi ≤ xi dl� vseh i ≤ n) ⇒ y ∈ A.

Nakonec, poloжim

Ah = A+ (−h, h)n, A−h = {a ∈ A : {a} + (−h, h)n ⊂ A}.

Teorema 2.5.2. Pustь vypolneny uslovi� (i) − (ii). Togda dl�

lubogo nepustogo monotonnogo mnoжestva A v R
n
+ i vseh h > 0

µn(Ah) ≥ exp
[

− (1 − F (h)) log(1/p)
]

, (2.5.7)

µn(A−h) ≤ exp
[

− 1

1− F (h)
log(1/p)

]

. (2.5.8)
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Poskolьku neravenstva (2.5.7)–(2.5.8) ”bezrazmernye”, to te

жe samye neravenstva vypoln��ts� i v beskoneqnomernom prost-

ranstve (R∞
+ , µ

∞), priqem dl� pokazatelьnogo raspredeleni� oni

budut optimalьnymi (asimptotiqeski зkstremalьnymi mnoжes-

tvami budut kuby An(p)).

Neravenstvo (2.5.8) �vl�ets� dualьnym k (2.5.7) i privedeno,

qtoby podqerknutь ego nesimmetriqnyi harakter. Naprimer,

dl� neravenstv vida µn(Ah) ≥ F (F−1(p) + h), vypoln��wihs�, v

qastnosti, dl� prodakt-mer iz teoremy 2.3.1, dualьnymi budut

neravenstva µn(A−h) ≤ F (F−1(p) − h).

Dokazatelьstvo. Pri p, α ∈ (0, 1) my imeem oqevidnoe nera-

venstvo pα ≤ 1 − (1 − p)α. Polaga� p = 1 − F (x), α = 1 − F (h), gde

x, h > 0, i ispolьzu� svoistvo (ii), poluqaem:

1 − F (x+ h) ≤ (1 − F (x)(1 − F (h)) = pα ≤ 1 − (1 − p)α = 1 − F (x)α,

sledovatelьno F (x+h) ≥ F (x)α, to estь, (2.5.6). V silu teoremy

2.5.1, poluqaem (2.5.7). Qtoby poluqitь (2.5.8), nado primenitь

(2.5.7) k A−h. Teorema 2.5.2 dokazana.

Zameqanie 2.5.1. Tak жe, kak i (2.3.2), neravenstva (2.5.7)–

(2.5.8) moжno vyrazitь v terminah ρ∞-lipxicevyh funkcii g

na R
n, odnako, pri dopolnitelьnom uslovii, qto зti funkcii

ne ubyva�t (po kaжdoi peremennoi). Esli ζ = (ζi)
n
i=1 – posle-

dovatelьnostь nezavisimyh sluqainyh veliqin, ime�wih obwee

raspredelenie µ, to dl� vseh h > 0

P {g(ζ) −mp(g(ζ)) < h} ≥ exp
[

− (1 − F (h)) log(1/p)
]

,
(2.5.9)

P {g(ζ) −mp(g(ζ)) ≤ −h} ≤ exp
[

− 1

1− F (h)
log(1/p)

]

,
(2.5.10)

gde, kak obyqno, mp oznaqaet kvantilь por�dka p ∈ (0, 1).
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Poloжim T (h) = F−1(1 − e−h), h ≥ 0, gde F−1 : [0, 1) → [0, bF )

– obratna� k F . V silu uslovii (i) − (ii), funkci� T �vl�ets�

modulem nepreryvnosti (to estь, T (a + b) ≤ T (a) + T (b) dl� vseh

a, b ≥ 0) i znaqit poroжdaet metriku

dF (x, y) = T (|x− y|), x, y ∈ R.

Kak sledstvie neravenstv (2.5.9)-(2.5.10) i po analogii s lemmoi

1.1.1, my poluqaem takoe ravnosilьnoe utverжdenie. Pustь slu-

qaina� veliqina ζ∗ imeet dvoinoe pokazatelьnoe raspredelenie.

Togda dl� l�boi neubyva�wei ρ∞-lipxicevoi funkcii g na R
n

s normoi ‖g‖Lip ≤ 1 suwestvuet funkci� g∗ na pr�moi R s lip-

xicevoi normoi ‖g‖Lip ≤ 1 po otnoxeni� k metrike dF , taka�

qto sluqainye veliqiny g(ζ) i g∗(ζ∗) odinakovo raspredeleny.

Takoe svoistvo udobno ispolьzovatь, naprimer, pri ocenivanii

dispersii Var(g(ζ)):

Var(g(ζ)) = Var(g∗(ζ∗)) ≤ 1

2
E
(

dF (ζ∗, η∗)
)2

=
1

2

∫∫

(

F−1(1 − e−|x−y|)
)2
de−e−x

de−e−y

=

∫∫

0<t<s<+∞

(

F−1
(

1 − t

s

))2
e−(t+s)dtds

=

∫ +∞

0

x2

2− F (x)
dF (x),

gde η∗ – nezavisima� kopi� ζ∗. Tak dl� pokazatelьnogo rasprede-

leni� T (h) = h, i my poluqaem ocenku Var(g(ζ)) ≤ π2

6
= Var(ζ∗),

kotora� ne moжet bytь uluqxena, poskolьku

Var(max(ζ1, . . . , ζn)) =

n
∑

k=1

1

k2
−→ π2

6
pri n→ ∞.

Zameqanie 2.5.2. Neravenstva (2.5.9)–(2.5.10) vlekut

P {g(ζ) −mp(g(ζ)) ≥ h} ≤ log(1/p) (1 − F (h)),
(2.5.11)

P {g(ζ) −mp(g(ζ)) ≤ −h} ≤ 1

log(1/p)
(1 − F (h)).
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Sravnim (2.5.11) s gaussovskim izoperimetriqeskim neraven-

stvom. V gaussovskom gilьbertovom prostranstve H s ortonor-

malьnym bazisom (ei)i≥1 rassmotrim semeistvo sluqainyh veli-

qin K so sledu�wimi svoistvami:

a) esli
∑

i aiei ∈ K, to
∑

i a
2
i ≤ 1;

b) esli
∑

i aiei ∈ K, to
∑

i biei ∈ K, kak tolьko |bi| ≤ |ai|;
c) e1 ∈ K.

Geometriqeski K predstavl�et soboi obъedinenie parallele-

pipedov s centrom v nule i storonami, parallelьnymi os�m ei.

Predpoloжim, qto sluqaina� veliqina ξ(ω) = supx∈K x(ω) ogra-

niqena, to estь K ∈ GB (sm. [39], 45]). Zametim, qto

sup
∑

i aiei∈K

∑

i

a2i = sup
∑

i aiei∈K

sup
i

|ai| = 1. (2.5.12)

Primen�� gaussovskoe izoperimetriqeskoe neravenstvo (1.5.1) k

funkcii g(x) = sup∑
i aiei∈K

∑

i aixi v (1.1.5) (i ispolьzu�, esli

neobhodimo, koneqnomeru� approksimaci�), my imeem v silu

(2.5.12)

P {ξ −mp(ξ) ≥ h} ≤ 1 − Φ(Φ−1(p) + h) (2.5.13)

dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0. S drugoi storony,

ξ = sup
∑

i aiei∈K

∑

i

ai|ei| = g(ζ1, ζ2, . . . ),

gde ζi = |ei|. I, tak kak funkci� raspredeleni� sluqainyh veli-

qin ζi F (x) = 2Φ(x) − 1, x ≥ 0, udovletvor�et (i)–(ii), my moжem

takжe primenitь (2.5.11):

P {ξ −mp(ξ) ≥ h} ≤ 2 log(1/p) (1 − Φ(h)). (2.5.14)

Takim obrazom, (2.5.13) luqxe, qem (2.5.14) pri p ≥ 1

2
, otliqa-

�sь pri p =
1

2
lixь mnoжitelem 2 log 2 > 1. Odnako, pri p <

1

2
,

(2.5.14) stanovits� bolee toqnym (po-krainei mere dl� bolьxih

znaqenii h), poskolьku Φ−1(p) < 0. Koneqno, rassmatrivaemye

semeistva K obrazu�t oqenь uzkii klass gaussovskih processov.
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§ 2.6. Зkstremalьnoe svoistvo kubov dl� mnogomernogo

pokazatelьnogo raspredeleni�

V sluqae, kogda µ – pokazatelьnoe raspredelenie, moжno polu-

qitь bolee silьnoe utverжdenie po sravneni� s teoremoi 2.5.1

ili 2.5.2. Mnoжestva vida A = [0, a]n budem nazyvatь standart-

nymi kubami.

Teorema 2.6.1. Pustь µ – pokazatelьnoe raspredelenie. Pustь

p ∈ (0, 1), h > 0. Togda µn(A + (−h, h)n) dostigaet naimenьxee

znaqenie v klasse vseh monotonnyh podmnoжestv A v R
n
+ µn-mery

p, kogda A – standartnyi kub. To estь,

µn
(

A+ (−h, h)n
)

≥
[

e−hp1/n + (1 − e−h)
]n
. (2.6.1)

Dl� dokazatelьstva зtogo bolee delikatnogo svoistva kubov

(qem prosto asimptotiqeska� зkstremalьnostь) my ne moжet is-

polьzovatь indukcionnye rassuжdeni�, kak my зto delali ranь-

xe, i nam potrebuets� issledovatь strukturu h-okrestnostei

monotonnyh mnoжestv.

Esli A monotonno v R
n
+, to vmesto A + (−h, h)n moжno ras-

smatrivatь summu A+hDn, gde Dn = [0, 1]n, tak kak зti mnoжestva

ime�t odinakovu� meru. Oboznaqim qerez Voln meru Lebega

v R
n. Kl�qevym okazyvaets� sledu�wee interesnoe svoistvo

mery µn.

Teorema 2.6.2. Dl� l�bogo nepustogo monotonnogo mnoжestva

A v R
n
+ suwestvuet monotonnoe mnoжestvo B ⊂ Dn, takoe qto dl�

vseh h ≥ 0

µn(A+ hDn) = e−nh Voln(B + εDn), (2.6.2)

gde ε = eh − 1.
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Qtoby poluqitь 2.6.1, moжno budet primenitь k pravoi qasti

(2.6.2) neravenstvo Brunna-Minkovskogo

Vol1/nn (B +B′) ≥ Vol1/nn (B) + Vol1/nn (B′), (2.6.3)

spravedlivoe dl� l�byh nepustyh izmerimyh (po Lebegu) mno-

жestv B i B′ v R
n, takih qto B+B′ izmerimo ([12], [203]). Pri-

men�� (2.6.3) k B′ = εDn i zameqa�, qto Voln(B) = µn(A) = p,

poluqaem:

µn(A+ hDn) ≥ e−nh
(

p1/n + ε
)n

=
[

e−hp1/n + (1 − e−h)
]n
.

Ostaets� dokazatь teoremu 2.6.2.

Pustь A – nepustoe monotonnoe mnoжestvo v R
n
+. Dl� kaжdogo

nepustogo nabora π = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, i1 < . . . < ik, ras-

smotrim ego proekci� na koordinatnoe podprostranstvo

Aπ =
{

x ∈ R
k
+ : ∃y ∈ A, ∀s = 1, . . . , k, xs = yis

}

.

Budem pisatь |π| = k. Pri 1 ≤ k ≤ n poloжim

ak(A) =
∑

|π|=k

Volk(Aπ), bk(A) =
∑

|π|=k

µk(Aπ)

(summirovanie vedets� po vsem naboram π mownosti k). Po opre-

deleni�, pri k = 0 poloжim a0(A) = b0(A) = 1.

Lemma 2.6.1. Dl� vseh ε ≥ 0

Voln(A+ εDn) =

n
∑

k=0

an−k(A)εk. (2.6.4)

Lemma 2.6.2. Dl� vseh h ≥ 0

µn(A+ hDn) = e−nh
n
∑

k=0

bn−k(A)εk, (2.6.5)
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gde ε = eh − 1.

Razloжeni� (tipa Xteinera) po stepen�m ε kak v (2.6.4) horo-

xo izvestny v teorii smexannyh obьemov, gde oni issledu�ts�

dl� vypuklyh mnoжestv (sm. [12]). Dl� nas жe budet vaжno

imetь takoe razloжenie i dl� nevypuklyh tel (odnako, mono-

tonnyh). Dokazatelьstva oboih lemm soverxenno identiqny,

poзtomu ograniqims� odnim iz nih.

Dokazatelьstvo lemmy 2.6.2. V integrale

µn(A+ hDn) =

∫

. . .

∫

A+hDn

e−(x1+···+xn) dx1 . . . dxn

sdelaem zamenu peremennyh yi = xi − h. Mnoжestvo A+ hDn pri

зtom otobraжenii pereidet v mnoжestvo

A′ = {(a1 − h1, . . . , an − hn) : (a1, . . . , an) ∈ A, 0 ≤ hi ≤ h}.

Dl� kaжdogo nabora π = {i1, . . . , ik}, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, ras-

smotrim

Aπ(h) =
{

x ∈ R
n : (xi1 , . . . , xik) ∈ Aπ i − h ≤ xj < 0 pri j 6= is

}

.

Esli π = ∅, to polagaem Aπ(h) = [−h, 0)n. Oqevidno, my postro-

ili razloжenie A′ = ∪πAπ(h) (obъedinenie berets� po vsem π,

vkl�qa� pustoe mnoжestvo). Poskolьku Aπ1
(h)∩Aπ2

(h) = ∅, esli

π1 6= π2, my imeem

µn(A+ hDn) = e−nh

∫

. . .

∫

A′

e−(y1+···+yn) dy1 . . . dyn

= e−nh
∑

π

∫

. . .

∫

Aπ(h)

e−(y1+···+yn) dy1 . . . dyn.

Ostaets� zametitь, qto dl� π = {i1, . . . , ik}
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∫

. . .

∫

Aπ(h)

e−(y1+···+yn) dy1 . . . dyn =

(eh − 1)n−k

∫

. . .

∫

Aπ

e−(yi1
+···+yik

) dyi1 . . . dyik = εn−kµk(Aπ).

Lemma dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 2.6.2. V kaqestve B moжno vz�tь mno-

жestvo

B =
{

(1 − e−a1 , . . . , 1 − e−an) : (a1, . . . , an) ∈ A
}

.

Togda, kak legko videtь, dl� l�bogo nabora π = {i1, . . . , ik} my

imeem µk(Aπ) = Volk(Bπ), i sledovatelьno bk(A) = ak(B) dl� vseh

k = 0, 1, . . . , n. Primen�� lemmy 6.2.1 i 6.2.2, prihodim k trebue-

momu toжdestvu. Teorema dokazana.
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§ 2.7. Svoistvo koncentracii

Vozvratims� k abstraktnoi situacii §§ 2.1–2.2, k neravenst-

vam

µn(U(A)) ≥ R(µn(A)) (2.7.1)

v klasse vseh izmerimyh A ⊂ Mn. Poskolьku A ⊂ U(A), estest-

venno predpolagatь, qto R(p) ≥ p dl� vseh p ∈ (0, 1). Esli my

snaqala rasprostran�li (2.7.1) s razmernosti n = 1 na proiz-

volьnu� razmernostь, a potom iskali optimalьnu� funkci� R,

obsluжiva�wu� vse razmernosti, to vpolne estestvennym budet

i vopros o tom, kogda жe suwestvuet hotь kaka�-nibudь funkci�

R, kotora� by godilasь dl� vseh razmernostei. Koneqno, trivi-

alьnyi sluqai R(p) ≡ p iskl�qaets�, tak kak ne neset v sebe

nikakoi informacii, i poзtomu nax vopros moжno postavitь

tak: suwestvu�t li takie p0, p1 ∈ (0, 1), p0 < p1, qto dl� vseh ce-

lyh n ≥ 1 i vseh izmerimyh A ⊂ Mn mery µn(A) ≥ p0 my imeem

µn(U(A)) ≥ p1? V terminah izoperimetriqeskoi funkcii Rµ∞

зto svoistvo (koncentracii) zapixets� kak Rµ∞(p0) > p0. Tak

жe, kak i v teoreme 2.1, otvet moжno datь v terminah izoperi-

metriqeskoi funkcii Rµ. Budem predpolagatь, qto vypoln�ets�

svoistvo simmetriqosti (2.2.1): x ∈ U(y) ⇒ y ∈ U(x) dl� vseh

x, y ∈M .

Teorema 2.7.1. Sledu�wie uslovi� зkvivalentny.

a) Rµ∞(p0) > p0 dl� nekotorogo p0 ∈ (0, 1);

b) suwestvuet ε > 0, takoe qto dl� vseh p ∈ (0, 1)

Rµ(p) ≥ p+ εp(1 − p). (2.7.2)

V зtom sluqae takoe жe neravenstvo vypoln�ets� i dl� Rµ∞ pri

vozmoжno drugom znaqenii ε > 0.
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Zametim, qto pravu� qastь v (2.7.2) moжno zamenitь na izo-

perimetriqesku� funkci� pokazatelьnogo ili logistiqeskogo

raspredeleni�.

Perehod� k konkretnoi situacii, kogda M = R s kanoniqes-

koi sistemoi okrestnostei U(x) = (x − h, x + h), my poluqaem

semeistvo izoperimetriqeskih funkcii Rh,µ∞ , h > 0 (po otno-

xeni� k ravnomernomu rassto�ni�), i poзtomu vopros o koncen-

tracii moжno sv�zatь s parametrom h.

Pustь F (x) = µ((−∞, x]) – funkci� raspredeleni� mery µ.

Oboznaqim qerez F−1(p) naimenьxu� kvantilь por�dka p ∈ (0, 1).

Poloжim Tµ(x) = F−1
( 1

1 + e−x

)

, x ∈ R. Otobraжenie Tµ perevo-

dit logistiqeskoe raspredelenie ν v meru µ. Opredelim

T ∗
µ (h) = sup{|Tµ(x) − Tµ(y)| : |x− y| ≤ h}, h > 0.

Esli T ∗
µ(h) < +∞ dl� nekotorogo (i znaqit l�bogo) h > 0, to

govor�t, qto Tµ imeet koneqnyi (additivnyi) modulь T ∗
µ . Зto,

oqevidno, ravnosilьno tomu, qto |Tµ(x) − Tµ(y)| ≤ a + b|x − y|
dl� vseh x, y ∈ R pri nekotoryh a, b ≥ 0, qto �vl�ets� nekotorym

oslableniem svoistva lipxicevosti. Analogiqno opredel��ts�

(additivnye) moduli funkcii, zadannyh na intervale vewest-

vennoi pr�moi.

Teorema 2.7.2. Sledu�wie uslovi� зkvivalentny.

a) Rh,µ∞(p0) > p0 dl� nekotoryh p0 ∈ (0, 1) i h > 0;

b) Tµ imeet koneqnyi modulь.

V зtom sluqae dl� vseh p ∈ (0, 1), h > 0 i h∗ > T ∗
µ(h)

Rh∗,µ∞(p) ≥ p

p+ (1− p)e−h
. (2.7.3)

V qastnosti, imeet mesto alьternativa: libo Rh,µ∞(p) = p dl�

vseh p ∈ (0, 1) i h > 0, libo dl� vseh p ∈ (0, 1) Rh,µ∞(p) → 1 pri

h→ +∞.
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Vmesto logistiqeskogo moжno bylo by stroitь Tµ i s po-

mowь� dvustoronnego pokazatelьnogo raspredeleni�. Зto lixь

povli�lo by na ocenku (2.7.3).

Privedem ewe odnu harakterizaci� svoistva koncentracii.

Pustь (ζi)i≥1 – posledovatelьnostь nezavisimyh sluqainyh ve-

liqin, ime�wih raspredelenie µ.

Teorema 2.7.3. Svoistva a) i b) зkvivalentny tomu, qto µ

imeet koneqnyi vtoroi moment i

c1) supn Var(max(ζ1, . . . , ζn)) < +∞;

c2) supn Var(min(ζ1, . . . , ζn)) < +∞.

Zametim, qto kak sledstvie svoistva b), mera µ dolжna imetь

зksponencialьno ubyva�wie hvosty.

Kak budet vidno iz dokazatelьstva (sm. lemmu 2.7.2), disper-

sii v c1) − c2) moжno zamenitь na centralьnye momenty l�byh

por�dkov. Зti uslovi� moжno takжe oslabitь, trebu�, qtoby

centrirovannye (v smysle kvantilei) posledovatelьnye maksi-

mumy i minimumy imeli raspredeleni�, obrazu�wie plotnoe

(predkompaktnoe) semeistvo v slaboi topologii prostranstva

vero�tnostnyh mer na pr�moi.

Svoistvo c1) interesno samo po sebe, no my ne znaem, kak ego

oharakterizovatь neposredstvenno v terminah F . No v vaж-

nom sluqae simmetriqnogo raspredeleni� F , svoistvo b) uжe

daet taku� harakterizaci� (deistvitelьno, dl� simmetriqnyh

F c1) i c2), oqevidno, зkvivalentny). V obwem (nesimmetriq-

nom) sluqae moжno dokazatь takoe utverжdenie. Esli v c1) ca-

menitь dispersii na centralьnye momenty pervogo por�dka, to

зto svoistvo budet ravnosilьno sledu�wemu [82]: ζ1 imeet ko-

neqnyi pervyi moment, i pri зtom funkci� Tµ poroжdaet koneq-

nyi modulь na poluosi [0,+∞).

Zabega� vpered, takжe otmetim, qto svoistvo b) moжno sfor-
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mulirovatь i v bolee �vnom vide (sm. teoremu 4.4.1): suwest-

vu�t posto�nnye c > 0 i h > 0, takie qto dl� vseh x ∈ R

F (x) − F (x− h) ≥ c F (x)(1 − F (x)).

Dokazatelьstvo teoremy 2.7.1. b) ⇒ a): po uslovi� dl� neko-

torogo α ∈ (0, 1) (dostatoqno blizkogo k 1)

Rµ(p) ≥ R(p) =
p

p+ (1− p)α
(2.7.4)

pri vseh p ∈ (0, 1). Funkci� R imeet vid R(p) = Fν(F−1
ν (p) + h),

gde Fν(x) =
1

1 + e−x
, x ∈ R (funkci� raspredeleni� ν), F−1

ν

– obratna� k nei i α = e−h. Po sledstvi� 1.4.1 R – sover-

xennyi modulь. Sledovateǉno, v silu teoremy 2.1.1, neraven-

stvo (2.7.4) rasprostran�ets� na (Mn, µn), to estь, Rµ∞ toжe

udovletvor�et (2.7.4) i znaqit udovletvor�et (2.7.2).

b) ⇒ a): po lemme 2.2.3 Rµ∞ – soverxennyi modulь. Poзtomu

dostatoqno dokazatь sledu�wee utverжdenie.

Lemma 2.7.1. Pustь R – soverxennyi modulь, takoi qto R(p) ≥
p dl� vseh p ∈ (0, 1). Esli R(p0) > p0 dl� nekotorogo p0 ∈ (0, 1),

to suwestvuet ε > 0, takoe qto dl� vseh p ∈ (0, 1)

R(p) ≥ p+ εp(1 − p). (2.7.5)

Dokazatelьstvo. Snaqala pokaжem, qto (2.7.5) vypoln�ets�

dl� vseh p, dostatoqno blizkih k 1. Dl� зtogo budet dostatoqno

podobratь takie α ∈ (0, 1) i x1 ∈ (0, 1), qto R(p) ≥ pα pri vseh

p ∈ [x1, 1). Tak kak R – mulьtiplikativnyi modulь, imeem:

p1 = R(p0) = R
((

p
1/n
0

)n) ≤ R
(

p
1/n
0

)n
,

sledovatelьno R(p
1/n
0 ) ≥ p

1/n
1 dl� vseh celyh n ≥ 1. Pustь p

1/n
0 ≤

p ≤ p
1/(n+1)
0 . Kak soverxennyi modulь, R – vozrasta�wa� biek-

ci� v [0,1], poзtomu

R(p) ≥ R(p
1/n
0 ) ≥ p

1/n
1 ≥ pα,
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priqem poslednee neravenstvo vypoln�ets�, esli p
1/n
1 ≥ p

α/(n+1)
0 ,

to estь, esli

α ≥ n+ 1

n

log(1/p1)

log(1/p0)
. (2.7.6)

Tak kak p1 > p0, moжno podobratь α < 1, takoe qto (2.7.6) vypol-

n�ets� dl� vseh dostatoqno bolьxih n ≥ n1. Takim obrazom, v

kaqestve x1 moжno vz�tь p
1/n1

0 .

Teperь pokaжem, qto neravenstvo (2.7.5) spravedlivo dl� vseh

p ∈ (0, 1), dostatoqno blizkih k nul�. Vvedem dualьnu� funk-

ci� R∗(q) = 1 − R−1(1 − q), gde R−1 – obratna� k R. Ona toжe

�vl�ets� soverxennym modulem, poзtomu, kak uжe dokazano, dl�

nekotorogo ε > 0

R∗(q) ≥ q + εq(1 − q) (2.7.7)

pri vseh q ∈ (0, 1), dostatoqno blizkih k 1. Dela� zamenu p =

1 − q i rexa� (2.7.7), poluqaem, qto R(p− εp(1 − p)) ≥ p dl� vseh

p ∈ (0, 1), dostatoqno blizkih k 0, qto, oqevidno, vleqet (2.7.5)

dl� vseh p ∈ (0, x0] s dostatoqno malym x0 > 0 i vozmoжno drugim

ε > 0.

Takim obrazom, (2.7.5) vypoln�ets� dl� vseh p ∈ (0, x0]∪ [x1, 1)

pri nekotoryh 0 < x0 < x1 < 1. V silu nepreryvnosti R, зto

neravenstvo budet vypoln�tьs� i na intervale [x0, x1], esli my

pokaжem, qto R(p) > p dl� vseh p ∈ [x0, x1]. Rassuжda� ot pro-

tivnogo, esli by R(p) = p dl� nekotorogo p, to dl� vseh n my by

imeli R(pn) ≤ pn, qto protivoreqit dokazannomu.

Lemma 2.7.1 i s nei teorema 2.7.1 dokazany.

Dokazatelьstvo teoremy 2.7.2.

a) ⇒ b): po teoreme 2.7.1 Rh,µ(p) ≥ p+ εp(1 − p), sledovatelьno

Rh,µ(p) ≥ p

p+ (1− p)e−h0
= Fν(F−1

ν (p) + h0) (2.7.8)

pri vseh p ∈ (0, 1) i nekotoryh h > 0 i h0 > 0. Po opredeleni�

izoperimetriqeskoi funkcii, µ(A+(−h, h)) ≥ Rh,µ(µ(A)) dl� vseh
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izmerimyh A ⊂ R mery 0 < µ(A) < 1. Ber� A = (−∞, F−1(p)], my

poluqaem s uqetom (2.7.8), qto dl� vseh p ∈ (0, 1)

F (F−1(p) + h) ≥ Fν(F−1
ν (p) + h0).

Podstavl�� v зto neravenstvo p = Fν(x), imeem

F (Tµ(x) + h) ≥ Fν(x+ h0) (2.7.9)

dl� vseh x ∈ R. Doopredelim F−1 v toqke p = 1 po nepreryv-

nosti. Zametim, qto vsegda F−1(F (y)) ≤ y, kak tolьko F (y) > 0.

V naxem sluqae y = Tµ(x) + h i

F (y) ≥ F (Tµ(x)) = F (F−1(Fν(x))) > 0

verno, tak kak F (F−1(p)) ≥ p dl� vseh p ∈ (0, 1). Sledovatelьno

F−1(F (Tµ(x) + h)) ≤ Tµ(x) + h. (2.7.10)

Vyqisl�� F−1 ot obeih qastei (2.7.9) i ispolьzu� (2.7.10), pri-

hodim k neravenstvu Tµ(x + h0) ≤ Tµ(x) + h, qto i oznaqaet tre-

buemoe utverжdenie.

b) ⇒ a): v silu teoremy 2.3.1, dl� logistiqeskoi mery ν vy-

poln�ets� izoperimetriqeskoe neravenstvo

νn(Ah) ≥ p

p+ (1 − p)e−h
(2.7.11)

dl� l�bogo A ⊂ R
n mery νn(A) ≥ p. Зto v toqnosti (2.7.3),

kogda µ = ν (Ah – h-okrestnostь A v smysle rassto�ni� ρ∞ v R
n).

Rassmotrim otobraжenie i(x1, · · · , xn) = (Tµ(x1), · · · , Tµ(xn)), pe-

revod�wee νn v µn. Dl� l�bogo A ⊂ R
n vypoln�ets� vkl�qenie

(

i−1(A)
)h ⊂ i−1

(

Ah∗)

. (2.7.12)

Deistvitelьno, esli x ∈ (i−1(A))h, to dl� nekotorogo y ∈ i−1(A)

ρ∞(x, y) < h, to estь, |xk − yk| < h, dl� vseh 1 ≤ k ≤ n. Tak kak
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i(y) = (Tµ(y1), · · · , Tµ(yn)) ∈ A i |Tµ(xk) − Tµ(yk)| < h∗, poluqaem

ρ∞(i(x), i(y)) < h∗, i sledovatelьno i(x) ∈ Ah∗

. Takim obrazom,

x ∈ i−1
(

Ah∗)

. Kombiniru� (2.7.11) i (2.7.12), zakl�qaem, qto

esli µn(A) = νn(i−1(A)) ≥ p, to

µn
(

Ah∗)

= νn
(

i−1(Ah∗

)
)

≥ νn
( (

i−1(A)
)h ) ≥ p

p+ (1 − p)e−h
.

To estь, my prixli k (2.7.3) dl� mery µ, qto i vleqet a).

Teorema dokazana.

Qtoby dokazatь teoremu 2.7.3, nam potrebu�ts� issledovatь

posledovatelьnye maksimumy ξn = max{ζ1, · · · , ζn} otdelьno. Kak

obyqno, qerez mp(ξ) my oboznaqaem naimenьxu� kvantilь po-

r�dka p ∈ (0, 1).

Lemma 2.7.2. Sledu�wie svoistva зkvivalentny:

1a) dl� nekotoryh p ∈ (0, 1) i h > 0 infn P {ξn−mp(ξn) ≤ h} > p;

1b) dl� nekotoryh p ∈ (0, 1) i h < 0 supn P {ξn−mp(ξn) ≤ h} < p;

1c) dl� nekotoroi posledovatelьnosti an ∈ R

sup
n

P {|ξn − an| > h} → 0 pri h→ +∞;

2) dl� vseh (зkvivalentno: dl� nekotorogo) a ∈ R funkci� Tµ

imeet koneqnyi modulь na intervale x ≥ a;

3) suwestvuet ε > 0, takoe qto supn Ee
ǫ(ξn−mp(ξn)) < +∞ dl�

vseh p ∈ (0, 1),

Dokazatelьstvo lemmy 2.7.2. Nam budet udobnee ispolьzovatь

ewe odno зkvivalentnoe uslovie:

4) dl� vseh (зkvivalentno: dl� nekotorogo) a ∈ R funkci�

V (x) = F−1(exp(− exp(−x))) imeet koneqnyi modulь na intervale

x ≥ a. Krome togo, dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0

sup
n

P {ξn −mp(ξn) > V ∗
p (h)} ≤ P {Z −mp(Z) > h}, (2.7.13)
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gde sluqaina� veliqina Z imeet dvoinoe зksponencialьnoe ras-

predelenie P {Z ≤ x} = exp(− exp(−x)), i gde V ∗
p oznaqaet mo-

dulь, poroжdennyi V na intervale [− log log(1/p),+∞).

Ime� pravye hvosty (to estь, hvosty v okrestnosti toqki

+∞), v suwestvennom ne otliqa�wies� ot pravyh hvostov mery

ν, sluqaina� veliqina Z obladaet sledu�wim zameqatelьnym

svoistvom: esli Z1, . . . , Zn – nezavisimye kopii Z (i sami nezav-

isimye v sovokupnosti), to sluqaina� veliqina max{Z1, · · · , Zn}
imeet takoe жe raspredelenie, qto i Z + log n, i sledovatelьno

sluqainye veliqiny ξn i V (Z + logn) odinakovo raspredeleny.

Зto svoistvo ne�vno ispolьzuets� na sledu�wem osnovnom xage.

1a) ⇒ 4): pustь p, q ∈ (0, 1) i h0 > 0 takie, qto q > p i

inf
n

P {ξn −mp(ξn) ≤ h0} ≥ q,

to estь, F (F−1(p1/n) + h0) ≥ q1/n. Po opredeleni� F−1, зto rav-

nosilьno tomu, qto

F−1(q1/n) − F−1(p1/n) ≤ h0. (2.7.14)

Polaga� a0 = − log log(1/p), b0 = − log log(1/q), (2.7.14) moжet bytь

zapisano kak

V (b0 + logn) − V (a0 + logn) ≤ h0, (2.7.15)

spravedlivoe dl� vseh n ≥ 1. Nam nuжno vyvesti iz (2.7.15), qto

V ∗
p (h) = sup{V (y) − V (x) : a ≤ x ≤ y, y − x ≤ h} < +∞ (2.7.16)

dl� vseh a ∈ R i h > 0. Tak kak V – neubyva�wa� funkci�, svoi-

stvo (2.7.16) ne zavisit ot a i h, i poзtomu moжno vz�tь a = a0,

h = h0 (imenno pri takom znaqenii a V ∗
p (h) bylo opredeleno

vyxe v 4)).
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Zafiksiruem l�boe c ∈ R, takoe qto 1 < c < eb0−a0, i pustь n0

– l�boe naturalьnoe qislo, takoe qto

log(n0 + 1) − log n0 ≤ b0 − a0 i (eb0−a0 − c)n0 ≥ 1. (2.7.17)

Qtoby dokazatь (2.7.16), moжno rassmatrivatь x i y s usloviem

a0 + log(n0) ≤ x ≤ y. Opredelim posledovatelьnostь nk, k ≥ 1,

po indukcii. Pustь n1 – naibolьxee celoe qislo, takoe qto

a0 + logn1 ≤ x. Esli k ≥ 1, pustь nk+1 – naibolьxee celoe qislo,

takoe qto a0 +log nk+1 ≤ b0 +log nk. Togda n0 ≤ nk < nk+1 dl� vseh

k ≥ 1, poskolьku a0 + log(nk + 1) ≤ b0 + lognk, qto verno v silu

(2.7.17) i togo, qto nk ≥ n0.

Oboznaqim qerez K naimenьxee k, takoe qto b0 + log(nk) ≥ y.

Po postroeni�, intervaly

∆k = [a0 + log nk, b0 + log nk], 1 ≤ k ≤ K,

pokryva�t interval [x, y], poзtomu s uqetom (2.7.15)

V (y) − V (x) ≤
K
∑

k=1

[

V (b0 + lognk) − V (a0 + lognk)
]

≤ Kh0.

Naxa celь – naiti ocenku sverhu dl� K, zavis�wu� tolьko ot

y − x; my by togda poluqili ocenku dl� V (y) − V (x) v terminah

y − x. Oboznaqim qerez [u] celu� qastь qisla u. Togda nk+1 =
[

eb0−a0nk

]

, sledovatelьno

nk+1 ≥ eb0−a0nk − 1 ≥ c nk,

tak kak nk ≥ n0 i eb0−a0n0 ≥ c n0 +1. Legko po indukcii pokazatь,

qto nk ≥ ck−1n1, to estь, lognk ≥ (k − 1) log c + log n1. Takim

obrazom neravenstvo b0 + lognk ≥ y budet vypoln�tьs�, kak tolь-

ko b0+(k−1) log c+log n1 ≥ y, qto moжno zapisatь kak neravenstvo

k ≥ 1 +
y − b0 − logn1

log c
. (2.7.18)
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Po opredeleni� n1, my takжe imeem log(n1 +1) > x−a0, i tak kak

log(n1 + 1) − log n1 ≤ b0 − a0, spravedlivo logn1 > x− b0. Poзtomu

(2.7.18) budet vypoln�tьs�, kak tolьko k ≥ 1 + (y− x)/ log c. Sle-

dovatelьno

K ≤ 2 +
y − x

log c
.

Takim obrazom, (2.7.16), to estь, perva� qastь 4) dokazana. Qto-

by dokazatь vtoru� qastь, zafiksiruem p ∈ (0, 1), h > 0 i polo-

жim q = P {Z − mp(Z) ≤ h}, a = − log log(1/p), b = − log log(1/q).

Kak legko proveritь, b− a = h. Na predyduwem xage me videli,

qto neravenstva vida

P {ξn −mp(ξn) ≤ V ∗
p (h)} ≥ q (2.7.19)

зkvivalentny (2.7.15): V (b + logn) − V (a + logn) ≤ V ∗
p (h) (zdesь

V ∗
p (h) formalьno vystupaet v roli h0). No v silu togo, qto

b− a = h, poslednee neravenstvo spravedlivo prosto po oprede-

leni� V ∗
p . Ostaets� zametitь, qto (2.7.19) sovpadaet s (2.7.13).

4) ⇒ 1a): pustь p = exp(− exp(−a)). Kak i na predyduwem xage,

1a) ravnosilьno tomu, qto

V (b+ log n) − V (a+ log n) ≤ h

dl� nekotoryh b > a, h > 0 i vseh n ≥ 1. Зto verno, tak kak

V (b+ logn) − V (a+ logn) ≤ V ∗
p (b− a) < +∞.

1a) ⇐⇒ 1b): zametim (vspomina� vyvod (2.7.14)), qto dl� vseh

0 < p < q < 1 i vseh h > 0

P {ξn −mp(ξn) < h} ≥ q ⇐⇒ P {ξn −mq(ξn) ≤ −h} < p. (2.7.20)

4) ⇒ 1c): polaga� an = mp(ξn), poluqaem iz (2.7.13), qto pri

h → +∞ supn P {ξn − an > h} → 0. Dl� oceniva� vero�tnostei

levyh uklonenii vospolьzuems� (2.7.20). Pustь teperь q fik-

sirovano (no l�boe), an = mq(ξn), a v roli h vystupaet V ∗
p (h)+ε



160

s ε > 0: dl� vseh p ∈ (0, q) P {ξn − mp(ξn) < V ∗
p (h) + ε} ≥ q ⇐⇒

P {ξn −mq(ξn) ≤ −(V ∗
p (h) + ε)} < p. Ustreml�� ε→ 0, imeem

P {ξn −mp(ξn) ≤ V ∗
p (h)} ≥ q ⇐⇒

P {ξn −mq(ξn) ≤ −h′} < p dl� vseh h′ > V ∗
p (h)

(2.7.21)

Esli vz�tь p ∈ (0, q) takim, qtoby q = P {Z − mp(Z) ≤ h}, to

estь, takim qto log log(1/p) − log log(1/q) = h, to pervoe neraven-

stvo v (2.7.21) budet vypoln�tьs� v silu (2.7.13), sledovatelьno

budet vypoln�tьs� i vtoroe neravenstvo v (2.7.21). Ostaets� za-

metitь, qto p→ 0 pri h→ +∞ i, tak kak veliqina V ∗
p (h) koneqna

(hotь i moжet bystree vozrastatь k +∞ pri p → 0 po srav-

neni� s additivnymi modul�mi na vsei pr�moi), zakl�qaem,

qto supn P {ξn − an < −h′} → 0 pri h′ → +∞.

1c) ⇒ 1a): kak uжe otmeqalosь, svoistvo 1a) ne zavisit ot p,

i moжno sqitatь p = 1/2. Po predpoloжeni� suwestvuet h0,

takoe qto P {|ξn − an| > h0} < 1/2 dl� vseh n ≥ 1. Sledovatelьno

|mp(ξn) − an| ≤ h0. Poзtomu pri h→ +∞

sup
n

P{ξn −mp(ξn) > h} ≤ sup
n

P{ξn − an > h− h0} → 0.

2) ⇐⇒ 4): poloжim S(x) = − log log(1 + e−x), x ∈ R, tak qto

Tµ(x) = V (S(x)) dl� vseh x. Oqevidno, S – vozrasta�wa� biek-

ci� iz R v R, imeet koneqnu� lipxicevu konstantu na inter-

valah [a,+∞), i to жe samoe otnosits� k obratnoi funkcii S−1.

Poзtomu Tµ imeet koneqnyi modulь na [a,+∞) togda i tolьko

togda, kogda V imeet koneqnyi modulь na [a,+∞).

Nakonec, oqevidno, 4) vleqet 3), qto, v svo� oqeredь, vleqet

1a). Lemma 2.7.2 dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 2.7.3. Svoistvo b) i (2.7.3) vlekut

(sm. (2.3.2))

P {g(ζ) −mp(g(ζ)) ≥ h∗} ≤ P {η −mp(η) ≥ h}, h > 0,
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gde ζ = (ζ1, . . . , ζn), sluqaina� veliqina η imeet raspredelenie

ν, a g – ρ∞-lipxiceva� funkci� na R
n (s lipxicevoi normoi

‖g‖Lip ≤ 1). Primen�� зto neravenstvo k g1(x) = max{x1, . . . , xn}
i g2(x) = min{x1, . . . , xn}, poluqaem c1) i c2).

Obratno: oqevidno, c1) vleqet svoistvo 1c) iz lemmy 2.7.2,

i sledovatelьno Tµ imeet koneqnyi modulь na poluosi [0,+∞).

Analogiqno, c2) vleqet te жe samye svoistva, no dl� sluqainoi

veliqiny −ζ1, to estь, dl� vero�tnostnoi mery µ1 – obraza µ

pri otobraжenii x → −x. Tak kak Tµ1
(x) = −Tµ(−x), Tµ imeet

koneqnyi modulь na poluosi (−∞, 0]. Sledovatelьno Tµ imeet

koneqnyi modulь na vsei pr�moi. Teorema 2.7.3 dokazana.
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§ 2.8. Primeqani�

Rezulьtaty §§ 2.1, 2.2 i 2.4 byli poluqeny v [73] (teorema

2.4.1 v oxiboqnoi forme byla ranee anonsirovana v [69]). Teo-

rema 2.3.1 dokazana v [71]. V qastnom sluqae teoremy 2.3.1,

kogda raspredelenie µ – logistiqeskoe, svoistvo зkstremalьnos-

ti poluprostranstv dokazano na osnove drugoi funkcionalьnoi

formy v [78].

Teoremy 2.5.2, 2.6.1 i 2.6.2 dokazany v [1], [2] i [70] (anon-

sirovany v [3]), priqem teorema 2.5.2 byla poluqena na osnove

teoremy 2.6.1. Zdesь жe my predpoqli privesti drugoe (na nax

vzgl�d bolee prostoe) dokazatelьstvo teoremy 2.5.2, osnovannoe

na udaqnom vybore U-operacii v teoreme 2.1.1. V [2] i [70] teo-

rema 2.5.2 primen�lasь k sluqainym processam, lineino poroж-

dennym nezavisimymi odinakovo raspredelennymi veliqinami,

pri izuqenii ih vyboroqnogo povedeni� i, v qastnosti, sv�zan-

nogo s nimi зffekta oscill�cii. Otmetim, qto na takie pro-

cessy perenos�ts� mnogie rezulьtaty raboty [7] o gaussovskoi

oscill�cii.

Rezulьtaty § 2.7 osnovany na rabote [82]. Teorema 2.7.2 utoq-

n�et sledu�wee nabl�denie, sdelannoe Talagranom [216]: svoi-

stvo a) vleqet koneqnostь зksponencialьnogo momenta s.v. ζ1. Vo-

prosy, sv�zannye s raspredeleniem posledovatelьnyh maksimu-

mov nezavisimyh odinakovo raspredelennyh veliqin, izuqa�ts�

v teorii зkstremalьnyh por�dkovyh statistik, i im posv�wena

obxirneixa� literatura (sm. napr. Galambox [13]). V rabote

de Haana i Riddera [141] poluqena sledu�wa� harakterizaci�

svoistva otnositelьnoi kompaktnosti semeistva raspredelenii

s.v. max{ζ1, . . . , ζn}− an (pri podhod�wih zanqeni�h an): suwest-
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vu�t ε ∈ (0, 1), x0 ∈ R i h0 > 0, takie qto

1 − F (x+ h) ≤ ε (1 − F (x)), x ≥ x0, h ≥ h0,

gde F – funkci� raspredeleni� s.v. ζi. Takoe utverжdenie do-

kazano pri uslovii nepreryvnosti F .
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GLAVA III. DISKRETNYE IZOPERIMETRIQESKIE

NERAVENSTVA

§ 3.1. Funkcionalьna� forma izoperimetriqeskih neravenstv

dl� prodakt-mer v prostranstvah s rassto�niem evkli-

dovogo tipa

Pustь I – nepreryvna� neotricatelьna� funkci� na [0,1], ta-

ka� qto I(0) = I(1) = 0. Dl� differencialьnyh izoperimetri-

qeskih neravenstv

µ+(A) ≥ I(µ(A)), A ⊂M, (3.1.1)

v metriqeskom vero�tnostnom prostranstve (M,ρ, µ) my ispolь-

zovali funkcionalьnu� formu

I(Eg) − EI(g) ≤ E|∇g|, 0 ≤ g ≤ 1. (3.1.2)

Odno iz dostoinstv (3.1.2) sostoit v tom, qto takie funkcio-

nalьnye neravenstva legko rasprostran��ts� na mnogomernye

prostranstva (Mn, ρ∞, µn) s ravnomernoi metrikoi ρ∞(x, y) =

maxi≤n ρ(xi, yi) (v bolee obwei situacii indukcionnyi xag byl

osuwestvlen v § 2.1). Kak rezulьtat, raspolaga� ”odnomernym”

neravenstvom (3.1.2), my poluqaem mnogomernyi variant (3.1.1)

dl� µn-perimetra v smysle ravnomernoi metriki:

(µn)+(A) ≥ I(µn(A)), A ⊂Mn. (3.1.3)

Koneqno, ne vsegda (3.1.1) vleqet (3.1.2) – nekotorye predpolo-

жeni� o funkcii I neobhodimy (”poqti” minimalьnye uslovi�

na I privedeny v teoreme 1.4.1). Esli жe my hotim ustanovitь

(3.1.3) po otnoxeni� k rassto�ni� evklidovogo tipa

ρ2(x, y) =

√

n
∑

i=1

ρ(xi, yi)
2, x, y ∈Mn,
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to i зtih uslovii nedostatoqno – neravenstvo (3.1.2) v obwem

sluqae ne moжet bytь rasprostraneno na mnogomernyi sluqai.

Naprimer, kak my uжe znaem, dl� logistiqeskoi mery µ na pr�-

moi M = R (3.1.1) i (3.1.2) vypoln��ts� s (optimalьnoi) funk-

ciei I(p) = p(1 − p), pri зtom (3.1.2) prinimaet vid

Var(g) ≤ E|∇g|, 0 ≤ g ≤ 1.

No зto neravenstvo perestaet bytь vernym uжe v R
2, tak kak ono

povleklo by зkstremalьnoe svoistvo poluprostranstv {(x1, x2) :

x1 ≤ c} v izoperimetriqeskoi zadaqe dl� (R2, ρ2, µ
2). A зto voz-

moжno tolьko dl� gaussovskih mer (sm. teoremu 3.1.3).

Takim obrazom, funkcionalьna� forma (3.1.2) dl� odnomer-

nyh izoperimetriqeskih neravenstv (3.1.1) nedostatoqno silь-

na, qtoby primen�tь indukci� pri dokazatelьstve mnogomernyh

izoperimetriqeskih neravenstv (3.1.3) po otnoxeni� k evkli-

dovoi metrike. V deistvitelьnosti, popytki osuwestvitь in-

dukcionnyi xag pri dokazatelьstve mnogomernogo neravenstva

(3.1.2) privod�t k bolee silьnoi gipoteze, a imenno, k neraven-

stvu

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + |∇g|2, 0 ≤ g ≤ 1. (3.1.4)

Pri зtom okazyvaets�, qto samo neravenstvo (3.1.4) obladaet po

otnoxeni� k ρ2 tem жe svoistvom, qto i (3.1.2) po otnoxeni� k

ρ∞: kak tolьko (3.1.4) vypoln�ets� v ”odnomernom” prostranst-

ve (M,ρ, µ), to зto neravenstvo rasprostran�ets� bez kakih-libo

izmenenii i bez kakih-libo predpoloжenii o funkcii I na ”mno-

gomernoe” prostranstvo (Mn, ρ2, µ
n). Tak жe, kak i (3.1.2), na in-

dikatornyh funkci�h g = 1A (toqnee, pribliжa� indikatornye

funkcii lipxicevymi v sootvetstvii s lemmoi 1.4.1), (3.1.4)

prevrawaets� v izoperimetriqeskoe neravenstvo (3.1.1) ili, bo-

lee obwo, – v (3.1.3). Sleduet, odnako, podqerknutь, qto induk-
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cionnyi xag osnovyvaets� na toжdestve

|∇g(x)|2 =
n
∑

i=1

|∇xig(x)|2, (3.1.5)

gde |∇xig(x)| oznaqaet modulь gradienta funkcii xi → g(x) (zna-

qeni� xj pri j 6= i fiksirovany). Poзtomu nado libo prin�tь

(3.1.5) za opredelenie modul� gradienta funkcii na M , libo

priderжivatьs� pervonaqalьnogo opredeleni� 1.4.1

|∇g(x)| = lim sup
ρ2(x,y)→0+

|g(x)− g(y)|
ρ2(x, y)

, x ∈M,

i trebovatь, qtoby (3.1.5) vypoln�losь dl� µn-poqti vseh x ∈
Mn. Bolee toqno, imeet mesto sledu�wee utverжdenie.

Pustь (Mi, ρi, µi)1≤i≤n – metriqeskie vero�tnostnye prostran-

stva. Rassmotrim proizvedenie M = M1 × · · · ×Mn s metrikoi

ρ(x, y) =
√

∑n
i=1 ρi(xi, yi)

2, x, y ∈ M , i meroi µ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µn.

Budem govoritь, qto g lipxiceva, esli ‖g‖Lip <∞.

Teorema 3.1.1. Predpoloжim, qto dl� (Mi, ρi, µi)1≤i≤n vypol-

n��ts� neravenstva (3.1.4) v klasse vseh lipxicevyh funkcii

g : Mi → [0, 1] (I – proizvolьna� neotricatelьna� nepreryvna�

funkci� na [0,1], obwa� dl� vseh neravenstv). Predpoloжim tak-

жe, qto (3.1.5) vypoln�ets� dl� vseh lipxicevyh funkcii g na

M dl� µ-poqti vseh x ∈M . Togda (3.1.4) vypoln�ets� v (M,ρ, µ)

dl� vseh µ-izmerimyh lipxicevyh funkcii g : M → [0, 1].

Vtoroe uslovie teoremy vsegda vypolneno v vaжnom sluqae,

kogda Mi = R
ki (s evklidovoi metrikoi) i mery µi absol�tno

nepreryvny otnositelьno mery Lebega. Deistvitelьno, po iz-

vestnoi teoreme Rademahera, lipxicevy funkcii na R
n poqti

vs�du differenciruemy, a v toqkah, gde oni differenciruemy,

(3.1.5) vsegda spravedlivo.

Uslovie µ-izmerimosti g v utverжdenii teoremy neobhodimo,

tak kak µ kak prodakt-mera opredelena v obwem sluqae (kogda
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Mi ne separabelьny) na menьxei σ-algebre, qem σ-algebra vseh

borelevskih mnoжestv v M , i poзtomu lipxicevy funkcii v M

mogut bytь ne izmerimy po otnoxeni� k µ.

Zametim takжe, qto my ne trebuem, qtoby I(0) = I(1) = 0.

Poslednee, odnako, vaжno pri perehode ot (3.1.4) k (3.1.1).

Na samom dele utverжdenie teoremy 1.3.1 nosit bolee univer-

salьnyi harakter v tom smysle, qto rolь metriki ρ ne �vl�et-

s� opredel��wei. Vmesto modulei gradientov moжno rassma-

trivatь voobwe l�bye ”vypuklye” operatory, lixь by vypol-

n�losь uslovie (3.1.5). Tak kak v dalьneixem my budem imetь

delo takжe s drugimi strukturami, ne opredel�emymi kakoi-

libo metrikoi, privedem odin analog teoremy 1.3.1.

Pustь (Mi, µi), 1 ≤ i ≤ n, – vero�tnostnye prostranstva. Ras-

smotrim proizvedenie M = M1×· · ·×Mn s meroi µ = µ1⊗· · ·⊗µn.

Dl� kaжdogo i pustь zadan nekotoryi operator Γi, opredelennyi

na semeistve vseh izmerimyh funkcii gi na Mi so znaqeni�mi v

[0,1], pri зtom Γi(gi) – izmerimye funkcii naMi so znaqeni�mi v

[0,+∞]. My takжe predpolagaem, qto Γi(gi) = Γi(g
′
i) µi-p.n., esli

gi = g′i µi-p.n. Dl� kaжdoi izmerimoi funkcii g na M opredelim

Γ(g) =

√

n
∑

i=1

Γi(gi)
2, (3.1.6)

gde gi – funkci� peremennoi xi ∈ Mi, opredel�ema� ravenstvom

gi(xi) = g(x), x ∈M (znaqeni� xj ∈Mj pri j 6= i fiksirovany).

Budem predpolagatь, qto vypoln�ets� sledu�wee uslovie ti-

pa vypuklosti: dl� l�bogo vero�tnostnogo prostranstva (Y, ν)

i l�boi izmerimoi funkcii g na Y ×Mi so znaqeni�mi v [0,1]

funkci� y → Γi(g(y, xi)) ν-izmerima, priqem

Γi(Eνg(y, xi)) ≤ EνΓi(g(y, xi)) (3.1.7)

dl� µi-poqti vseh xi. Pri nekotoryh predpoloжeni�h o Γi tipa
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nepreryvnosti зto uslovie moжet bytь uproweno:

Γi(tg + (1 − t)h) ≤ tΓi(g) + (1 − t)Γi(h)

(g i h – proizvolьnye izmerimye funkcii na Mi so znaqen�mi v

[0,1], 0 ≤ t ≤ 1).

Teorema 3.1.2. Pustь I – neotricatelьna� izmerima� (po Bo-

rel�) funkci� na [0, 1]. Predpoloжim, qto dl� kaжdogo i ≤ n i

vseh izmerimyh funkcii g na Mi so znaqeni�mi v [0,1] vypoln�-

ets� neravenstvo

I(Eµig) ≤ Eµi

√

I(g)2 + Γi(g)2. (3.1.8)

Togda dl� vseh izmerimyh funkcii g na M so znaqeni�mi v [0,1]

I(Eµg) ≤ Eµ

√

I(g)2 + Γ(g)2. (3.1.9)

Dokazatelьstvo teoremy 3.1.2 provedem po indukcii. Pustь

n ≥ 2. Dopustim, qto utverжdenie teoremy spravedlivo dl�

qisla vero�tnostnyh prostranstv, menьxego, qem n. Vvedem pro-

stranstvo Y = M1×· · ·×Mn−1 s meroi ν = µ1⊗· · ·⊗µn−1, tak qto

M = Y ×Mn, µ = ν ⊗ µn. Na semeistve vseh izmerimyh funkcii

na Y so znaqeni�mi v [0,1] opredelim operator D tak жe, kak i v

(3.1.6) dl� nabora (Mi, µi,Γi)1≤i≤n−1. Toqki Y budem oboznaqatь

qerez y = (x1, . . . , xn−1). Imeem:

Γ(g(y, xn))2 = D(g(y, xn))2 + Γn(g(y, xn))2

(v pervom slagaemom fiksiruets� xn, vo vtorom – y). Zafik-

siruem xn ∈Mn i poloжim

u(y) =
√

I(g(y, xn))2 +D(g(y, xn))2, v(y) = Γn(g(y, xn)).
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Po teoreme Fubini funkci� y → g(y, xn) ν-izmerima dl� µn-

poqti vseh xn, i dl� takih xn, v silu indukcionnogo predpo-

loжeni�,

Eνu(y) ≥ I(Eνg(y, xn)). (3.1.10)

Dalee, po uslovi� funkci� v toжe ν-izmerima dl� µn-poqti vseh

xn, priqem vypoln�ets� uslovie vypuklosti (3.1.7), to estь,

Eνv(y) ≥ Γn(Eνg(y, xn)). (3.1.11)

Uqityva� (3.1.10)–(3.1.11) i primen�� зlementarnoe neraven-

stvo
∫ √

u2 + v2 ≥
√

(∫

u
)2

+
( ∫

v
)2
, poluqaem dl� µn-poqti vseh

xn ∈Mn:

Eν

√

I(g(y, xn))2 + Γ(g(y, xn))2 = Eν

√

u2 + v2

≥
√

(Eνu)2 + (Eνv)2

≥
√

I(Eνg(y, xn))2 + (Eνg(y, xn))2

=
√

I(w)2 + Γn(w)2,

gde w(xn) = Eνg(y, xn). Зta funkci� korrektno opredelena, µn-

izmerima i prinimaet znaqeni� v [0,1]. Poзtomu v silu (3.1.8)

pri i = n i g = w, I(Eµnw) ≤ Eµn

√

I(w)2 + Γn(w)2. Sledovatelьno

po teoreme Fubini

Eµ

√

I(g)2 + Γ(g)2 = EµnEν

√

I(g(y, xn))2 + Γ(g(y, xn))2

≥ Eµn

√

I(w)2 + Γn(w)2

≥ I(Eµnw) = I(Eµg),

to estь (3.1.9). Teorema 3.1.2 dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 3.1.1 niqem ne otliqaets�. Nuжno

lixь zametitь, qto dl� lipxicevyh funkcii g na M funkcii

w budut takжe lipxicevymi, a uslovie (3.1.7) vypoln�ets� dl�
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operatorov Γi(g) = |∇xi
g| neposredstvenno v silu opredeleni�

1.4.1 i teoremy Lebega o predelьnom perehode pod znakom inte-

grala.

Nakonec, dokaжem upom�nutu� harakterizaci� gaussovskih

mer qerez izoperimetriqeskoe svoistvo standartnyh polupro-

stranstv. Napomnim, qto standartnymi my nazyvaem polupro-

stranstva v R
n vida A = {x ∈ R

n : x1 ≤ c}. Ah (h > 0) oznaqaet

otkrytu� h-krestnostь mnoжestva A ⊂ R
n v smysle evklidovoi

metriki.

Teorema 3.1.3. Pustь n ≥ 2. Pustь µ – vero�tnostna� mera na

pr�moi R so sledu�wim svoistvom: dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0

µn(Ah) dostigaet naimenьxee znaqenie v klasse vseh izmerimyh

(po Borel�) mnoжestv A ⊂ R
n mery µn(A) ≥ p na nekotorom

standartnom poluprostranstve. Togda mera µ – gaussovska�.

Dokazatelьstvo. Primen�� uslovi� k cilindriqeskim mno-

жestvam vida A×R
n−1, A ⊂ R, poluqaem, qto v odnomernoi izo-

perimetriqskoi zadaqe poluosi (−∞, c] oblada�t зkstremalь-

nym svoistvom. Sledovatelьno µ dolжna bytь simmetriqnoi

(otnositelьno svoei mediany) i imeetь koneqnyi зksponenci-

�lьnyi moment (sm. § 1.2). Ne umal�� obwnosti, budem sqitatь,

qto µ simmetriqna otnositelьno 0.

Analogiqno poluprostranstva vida B(c) = (−∞, c] × R obla-

da�t зkstremalьnym svoistvom v dvumernoi izoperimetriqskoi

zadaqe: dl� vseh p ∈ (0, 1) i h > 0 i dl� vseh A ⊂ R
2 mery

µ2(A) ≥ p suwestvuet c ∈ R, takoe qto µ2(B(c)) ≥ p i

µ2(Ah) ≥ µ2(B(c)h). (3.1.12)

Primenim (3.1.12) pri p = 1/2 k mnoжestvu

A(c) =
{

(x1, x2) :
x1 + x2√

2
≤ c
}
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pri c = 0. Oqevidno, µ(A(0)) ≥ 1/2, i minimalьnoe znaqenie

pravoi qasti v (3.1.12) dostigaets�, v silu simmetriqnosti µ,

pri c = 0. Tak kak A(0)h = A(h), (3.1.12) moжno zapisatь v ter-

minah nezavisimyh sluqainyh veliqin ξ i η, opredelennyh na

nekotorom vero�tnostnom prostranstve (Ω, P ) i ime�wih obwee

raspredelenie µ, kak neravenstvo

P

{

ξ + η√
2

< h
}

≥ P {ξ < h},

spravedlivoe pri vseh h > 0. Kak sledstvie,

Var
(

ξ + η√
2

)

= 4

∫ +∞

0

P

{

ξ + η√
2

> h
}

h dh

≤ 4

∫ +∞

0

P {ξ > h}h dh = Var(ξ).

No Var
(

(ξ + η)/
√

2
)

= Var(ξ), sledovatelьno dl� poqti vseh h > 0

(po otnoxeni� k mere Lebega) P
{

(ξ + η)/
√

2 > h
}

= P {ξ > h}.
Oqevidno, зto ravenstvo rasprostran�ets� na vse h > 0, i takim

obrazom, sluqainye veliqiny (ξ + η)/
√

2 i ξ odinakovo raspre-

deleny. Sledovatelьno harakteristiqeska� funkci� f mery µ

udovletvoraet uravneni� f2(t/
√

2) = f(t) dl� vseh t ∈ R, qto

vozmoжno tolьko esli f imeet vid f(t) = exp(−σ2t2/2). Teorema

3.1.3 dokazana.
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§ 3.2. Izoperimetriqeskoe neravenstvo na diskretnom kube.

Ego sv�zь s gaussovskim izoperimetriqeskim

neravenstvom

Zdesь my primenim teoremu 3.1.2 v sledu�wei situacii: vse

(Mi, µi) predstavl��t soboi dvutoqeqnoe prostranstvo {−1, 1}
s bernullievskoi meroi, pripisyva�wei odinakovu� massu

1

2

toqkam 0 i 1. Proizvedenie зtih prostranstv – ”n-mernyi”

diskretnyi kub M = {−1, 1}n, snabжennyi ravnomernym raspre-

deleniem P .

Kaжda� toqka x ∈ {−1, 1}n imeet n sosedei si(x), 1 ≤ i ≤ n,

– bliжaixie k x toqki po kaжdomu napravleni�: pri j 6= i

[si(x)]j = xj , [si(x)]i = −xi.
Esli funkci� g opredelena na diskretnom kube, to v kaжdoi

ego toqke moжno opredelitь diskretnyi gradient – vektor, so-

stavlennyi iz prirawenii g vdolь kaжdogo napravleni� (s toq-

nostь� do masxtabnogo mnoжitel�). Dlinu зtogo vektora

Γg(x) =

√

n
∑

i=1

∣

∣

g(x)− g(si(x))

2

∣

∣

2
, x ∈ {−1, 1}n,

budem nazyvatь modulem diskretnogo gradienta. V qastnosti,

dl� indikatornyh funkcii g = 1A

|Γ 1A(x)|2 =
1

4
card{i ≤ n : (x ∈ A, si(x) /∈ A) ili (x /∈ A, si(x) ∈ A)}.

Veliqinu

P
+(A) = E |Γ 1A|

budem nazyvatь diskretnym perimetrom mnoжestva A ⊂ {−1, 1}n.
Napomnim, qto my ispolьzuem standartnye oboznaqeni�

ϕ(x) =
1√
2π

exp{−x2/2}, Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t) dt
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sootvetstvenno dl� plotnosti i funkcii raspredeleni� gaussov-

skoi mery γ1 na pr�moi R. Φ−1 : [0, 1] → [−∞,+∞] oboznaqaet

funkci�, obratnu� k Φ.

Teorema 3.2.1. Pustь I(p) = ϕ(Φ−1(p)), 0 ≤ p ≤ 1. Dl� l�boi

funkcii g na {−1, 1}n so znaqeni�mi v [0, 1]

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + Γ(g)2 (3.2.1)

(matematiqeskoe oжidanie ponimaets� v smysle mery P ). V

qastnosti, dl� l�bogo mnoжestva A ⊂ {−1, 1}n

P
+(A) ≥ I(P (A)). (3.2.2)

Sledstvie 3.2.1. Pustь I(p) = ϕ(Φ−1(p)), 0 ≤ p ≤ 1. Dl� l�boi

lokalьno lipxicevoi funkcii g : Rn → [0, 1]

I(Eγn
g) ≤ Eγn

√

I(g)2 + |∇g|2. (3.2.3)

V qastnosti, dl� l�bogo izmerimogo mnoжestva A ⊂ R
n

γ+n (A) ≥ I(γn(A)). (3.2.4)

Takim obrazom, diskretnye neravenstva (3.2.1)–(3.2.2) vlekut

(3.2.4) – gaussovskoe izoperimetriqeskoe neravenstvo v diffe-

rencialьnoi forme (sm. (1.5.2)). Inaqe: I = Iγ �vl�ets� izope-

rimetriqeskoi funkciei gaussovskoi mery γn v R
n.

Deistvitelьno, qtoby vyvesti (3.2.3), primenim (3.2.1) na nk-

mernom diskretnom kube k funkci�m vida

gk(x1, . . . , xk) = g
( x1 + . . .+ xk√

k

)

, x1, . . . , xk ∈ {−1, 1}n,

predpolaga�, qto g imeet ograniqennye qastnye proizvodnye

pervogo i vtorogo por�dkov. V silu centralьnoi predelьnoi

teoremy v R
n,
∫

{−1,1}nk

gk dP −→
∫

Rn

g dγn pri k → ∞.
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Krome togo,

|Γgk(x1, . . . , xk)|2 =
∣

∣

∣
∇g
( x1 + . . .+ xk√

k

)

∣

∣

∣

2

+O
(

1√
k

)

pri k → ∞ ravnomerno po vsem x1, . . . , xk ∈ {−1, 1}n. Tak kak

funkci� |∇g|2 =
∑n

i=1 |∂g/∂xi|2 napreryvna i ograniqena, snova

v silu centralьnoi predelьnoi teoremy v R
n,

∫

{−1,1}nk

√

I(gk)2 + |Γgk|2 dP −→
∫

Rn

√

I(g)2 + |∇g|2 dγn

pri k → ∞. Sledovatelьno (3.2.3) vypoln�ets� dl� funkcii

g s ograniqennymi qastnymi proizvodnymi pervogo i vtorogo

por�dkov. S pomowь� prostoi approksimacii (3.2.3) raspro-

stran�ets� na vse lokalьno lipxicevye funkcii so znaqeni�mi

v [0,1] (napomnim, qto takie funkcii poqti vs�du differen-

ciruemy po teoreme Rademahera). Nakonec, v silu neravenstva√
a2 + b2 ≤ a+ b (a, b ≥ 0), (3.2.3) vleqet neravenstvo

I(Eγn
g) − Eγn

I(g) ≤ Eγn
|∇g|, (3.2.5)

kotoroe, kak my znaem (sm § 1.5), �vl�ets� funkcionalьnoi for-

moi dl� (3.2.4).

Provedennoe rassuжdenie takжe pokazyvaet, qto gaussovska�

izoperimetriqeska� funkci� – optimalьna� v klasse vseh nepre-

ryvnyh funkcii I, udovletvor��wih diskretnomu funkcionalь-

nomu neravenstvu (3.2.1) i takih qto

I(0) = I(1) = 0 (3.2.6)

(bez poslednego uslovi� bessmyslenno rassmatrivatь (3.2.1) ili

(3.2.3), tak kak na indikatornyh funkci�h oni ne prevrawa�t-

s� v izoperimetriqeskie neravenstva). Deistvitelьno, esli ne-

otricatelьna� nepreryvna� funkci� I na [0,1] udovletvor�et
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(3.2.1), to v silu centralьnoi predelьnoi teoremy, my poluqaem

(3.2.3) i sledovatelьno (3.2.5), qto, v svo� oqeredь, v predpo-

loжenii (3.2.6) vleqet (3.2.4). No gaussovska� izoperimetri-

qeska� funkci� Iγ – maksimalьno vozmoжna� v (3.2.4), poзtomu

I ≤ Iγ. Takim obrazom, I = Iγ – maksimalьno vozmoжna� v (3.2.1).

Odnako, my ne moжem skazatь niqego ob optimalьnosti nera-

vanstva (3.2.2) – diskretnogo analoga gaussovskogo izoperimet-

riqeskogo neravenstva. Tak жe, kak i pri perehode ot (3.2.1) k

(3.2.3), moжno bylo by oжidatь, qto po krainei mere dl� ”glad-

kih” mnoжestv B ⊂ R
n

lim
k→∞

P
+
{

(x1, . . . , xk) : xi ∈ {−1, 1}n, x1 + · · ·+ xk√
k

∈ B
}

= γ+n (B)

(3.2.7)

(P – ravnomernoe raspredelenie na {−1, 1}nk). Neoжidanno ta-

koe predpoloжenie neverno. Uжe dl� poluploskostei vida B =

{(x1, x2) ∈ R
2 : b1x1 + b2x2 ≤ b}, b21 + b22 = 1, predel v (3.2.7) su-

westvuet, no zavisit ot (b1, b2), v to vrem� kak γ+n (B) = ϕ(b) ne

zavisit ot (b1, b2).

Bolee togo, daжe dl� odnomernyh mnoжestv B = (−∞, b], to

estь dl� mnoжestv A v (3.2.2) vida

An(p) =
{

x ∈ {−1, 1}n :
x1 + · · ·+ xn√

n
≤ Φ−1(p)

}

my imeem µn(An(p)) → p v silu centralьnoi predelьnoi teo-

remy, v to vrem� kak P
+(An(p)) →

√
2 I(p) pri n → ∞ v silu

lokalьnoi predelьnoi teoremy Muavra–Laplasa. Takim obra-

zom, esli gaussovska� izoperimetriqeska� funkci� I – opti-

malьna� v (3.2.2), mnoжestva An(p) ne mogut bytь зkstremalь-

nymi v (3.2.2) daжe v asimptotiqeskom smysle.

Itak, diskretnoe izoperimetriqeskoe neravenstvo (3.2.2) po-

vidimomu slabee, qem ego funkcionalьna� forma (3.2.1). Silь-

nee li togda funkcionalьnoe neravenstvo (3.2.3) dl� gaussovskoi
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mery po sravneni� s gaussovskim izoperimetriqeskim neraven-

stvom (3.2.4) ili (3.2.5)? Pustь g – gladka� funkci� na R
n so

znaqeni�mi v (0,1). Rassmotrim mnoжestvo

A = {(x, y) : x ∈ R
n, y ∈ R, Φ(y) < g(x)} ⊂ R

n+1.

Togda (3.2.3) budet sovpadatь s (3.2.4), no v prostranstve bolь-

xei razmernosti (Rn+1, γn+1). Deistvitelьno, v terminah funk-

cii f = Φ−1(g) (3.2.3) zapixets� kak neravenstvo

I(γn+1(A)) ≤
∫

Rn

ϕn(x)ϕ(f(x))
√

1 + |∇f(x)|2dx. (3.2.8)

Zametim takжe, qto

γ+n+1(A) =

∫

∂A

ϕn+1(z) dHn(z) =

∫

∂A

ϕn(x)ϕ(y) dHn(x, y), (3.2.9)

gde z = (x, y), a Hn – n-merna� mera Hausdorfa v R
n+1, to estь,

pravyi integral v (3.2.9) berets� po (lebegovoi) poverhnostnoi

mere na granice ∂A. Зta poverhnostь opredel�ets� uravneni-

em y = f(x), priqem
√

1 + |∇f(x)|2dx predstavl�et soboi зlement

dHn(x, y) mery Hn v toqke (x, y) ∈ ∂A. Sledovatelьno, pravye

qasti v (3.2.8) i (3.2.9) sovpada�t, i znaqit (3.2.3) prevrawaet-

s� v (n+ 1)-mernoe izoperimetriqeskoe neravenstvo

I(γn+1(A)) ≤ γ+n+1(A), (3.2.10)

to estь, (3.2.4) v (Rn+1, γn+1). S uqetom teoremy 3.1.1, neraven-

stvo (3.2.3) dostatoqno ocenivatь dl� razmernosti n = 1, i togda

(3.2.10) budet dvumernym izoperimetriqeskim neravenstvom. To

estь, po suti (3.2.3) – зto gaussovskoe izoperimetriqeskoe ne-

ravenstvo na ploskosti.

Dokazatelьstvo teoremy 3.2.1. V silu teoremy 3.1.2, dosta-

toqno rassmotretь sluqai n = 1. Vvod� peremennye a = g(1),

b = g(−1), (3.2.1) zapixets� kak neravenstvo

I
(

a+ b

2

)

≤ 1

2

√

I(a)2 +
∣

∣

a− b

2

∣

∣

2
+

1

2

√

I(b)2 +
∣

∣

a− b

2

∣

∣

2
. (3.2.11)
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Zafiksiruem c ∈ (0, 1) i vvedem funkci� u(x) = I(c + x)2 + x2,

x ∈ ∆(c) = (−min(c, 1−c),min(c, 1−c)). Esli poloжitь c = (a+b)/2,

x = (a− b)/2, to (3.2.11) moжno perepisatь kak

√

u(0) ≤ 1

2

√

u(x) +
1

2

√

u(−x), (3.2.12)

priqem uslovie a, b ∈ (0, 1) budet зkvivalentno uslovi� x ∈ ∆(c).

Umnoжa� na 2 obe qasti (3.2.12) i vozvod� ih v kvadrat, priho-

dim k neravenstvu

4u(0) − (u(x) + u(−x)) ≤ 2
√

u(x)u(−x). (3.2.13)

Ewe raz vozvod� v kvadrat, no teperь (3.2.13) (zametim, qto

net nikakoi neobhodimosti prover�tь, qto leva� qastь (3.2.13)

neotricatelьna), prihodim k neravenstvu

16u(0)2 + (u(x) − u(−x))2 ≤ 8u(0)(u(x) + u(−x)).

Perepixem зto neravenstvo v terminah funkcii

h(x) = u(x) − u(0) = I(c+ x)2 + x2 − I(c)2 :

(h(x) − h(−x))2 ≤ 8I(c)2(h(x) + h(−x)). (3.2.14)

Lemma 3.2.1. a) I · I ′′ = −1.

b) funkci� (I ′)2 vypukla na (0, 1).

Dokazatelьstvo. a) sleduet iz toжdestva ϕ′(x) = −xϕ(x), x ∈
R. b): (I ′2)′ = 2I ′I ′′ = −2

I′

I
, sledovatelьno (I ′2)′′ = −2

I′′I − I′2

I2
=

2
1 + I′2

I2
≥ 0.

Lemma 3.2.2. Funkci� R(x) = h(x) + h(−x) − 2I ′(c)2x2 vypukla

na ∆(c).

Dokazatelьstvo.

R′(x) = 2I(c+ x)I ′(c+ x) − 2I(c− x)I ′(c− x) + 4x− 4I ′(c)2x.
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Sledovatelьno

R′′(x) = 4

[

I′(c+ x)2 + I′(c− x)2

2
− I ′(c)2

]

neotricatelьna, poskolьku funkci� (I ′)2 vypukla.

Prodolжim dokazatelьstvo teoremy 3.2.1. Poskolьku funkci�

R qetna i v silu lemmy 3.2.2, imeem R(x) ≥ R(0) = 0 dl� vseh

x ∈ ∆(c). Sledovatelьno

h(x) + h(−x) ≥ 2 I ′(c)2x2.

Poзtomu (3.2.14) budet sledovatь iz bolee silьnogo neravenstva

(h(x) − h(−x))2 ≤ 16I(c)I ′(c)2x2, to estь, iz neravenstva
∣

∣

∣

h(x)− h(−x)

x

∣

∣

∣
≤ 4I(c)|I ′(c)|.

Tak kak h(x)−h(−x) = I(c+x)2− I(c−x)2, ostaets� pokazatь, qto
∣

∣

∣

∣

I(c+ x)2 − I(c− x)2

x

∣

∣

∣

∣

≤ 4I(c)|I ′(c)|. (3.2.15)

Poskolьku funkci� I simmetriqna otnositelьno toqki 1/2, obe

qasti (3.2.15) ne izmen�ts�, esli zamenitь c na 1 − c (zametim

takжe, qto ∆(1 − c) = ∆(c)). Poзtomu moжno predpolagatь, qto

0 < c ≤ 1

2
. Krome togo, moжno predpolagatь, qto x > 0, tak

kak leva� qastь (3.2.15) – qetna� funkci� x. Pri зtih pred-

poloжeni�h I(c+x) ≥ I(c−x), tak kak I vozrastaet na [0,
1

2
], uby-

vaet na [
1

2
, 1] i simmetriqna otnositelьno

1

2
. Deistvitelьno,

v silu зtih svoistv, I(c+ x) ≥ I(c− x) ⇐⇒ 1 − (c+ x) ≥ c− x⇐⇒
1 ≥ 2c. Takim obrazom, (3.2.15) uprowaets�:

I(c+ x)2 − I(c− x)2

x
≤ 4I(c)I ′(c) (3.2.16)

v predpoloжenii, qto 0 < x < c ≤ 1/2. Rassmotrim funkci�

v(x) = I(c+ x)2 − I(c− x)2. V silu lemmy 3.2.1 a),

v′′(x) = 2(I ′(c+ x)2 − I ′(c− x)2).
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Kak vypukla�, simmetriqna� otnositelьno toqki 1/2, funkci�,

I ′2 ubyvaet na (0,
1

2
] i vozrastaet na [

1

2
, 1). Sledovatelьno I ′(c+

x)2 ≤ I ′(c − x)2 i, takim obrazom, v′′(x) ≤ 0, kak tolьko 0 < x <

c ≤ 1

2
. Poзtomu v – vognuta� neotricatelьna� funkci� na [0, c].

No togda
v(x)

x
=

∫ 1

0

v′(xt) dt

ne vozrastaet na (0, c], i ostaets� proveritь (3.2.16) v toqke x =

0. Tak kak

I(c+ x)2 = I(c)2 + 2I(c)I ′(c)x+O(x2)

pri x→ 0, imeem
u(x)

x
→ 4I(c)I ′(c). Teorema 3.2.1 dokazana.
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§ 3.3. Izoperimetriqeskoe neravenstvo dl� nesimmetriqnogo

raspredeleni� Bernulli. Abstraktnoe izoperimetri-

qeskoe neravenstvo gaussovskogo tipa

Nemnogo izmenim oboznaqeni�. Pod ”n-mernym” diskretnym

kubom budem ponimatь proizvedenie M = {0, 1}n. Snabdim зto

prostranstvo prodakt meroi P = µn
p , u kotoroi marginalьnye

raspredeleni� µp pripisyva�t massu p ∈ (0, 1) toqke 1 i massu

q = 1 − p – toqke 0.

Dl� kaжda� toqki x ∈ {0, 1}n si(x), 1 ≤ i ≤ n, oboznaqaet toqku

s koordinatami [si(x)]j = xj pri j 6= i, [si(x)]i = 1 − xi.

Dl� funkcii g, opredelennyh na diskretnom kube, my berem
√
pq v kaqestve masxtabnogo mnoжitel� dl� modul� diskretnogo

gradienta:

Γg(x) =

√

pq
n
∑

i=1

|g(x) − g(si(x))|2, x ∈ {0, 1}n,

tak qto pri p = 1/2 my poluqaem predyduwee opredelenie. S

podmnoжestvom A ⊂ {0, 1}n sv�жem funkci�

hA(x) = card{i ≤ n : (x ∈ A, si(x) /∈ A) ili (x /∈ A, si(x) ∈ A)}

– qislo graniqnyh reber, u kotoryh x sluжit odnoi iz verxin.

V qastnosti, |Γ 1A(x)|2 = pq hA(x).

Pri зtih oboznaqeni�h diskretnoe izoperimetriqeskoe nera-

venstvo (3.2.2) moжno zapisatь v vide

∫

√

hA dP ≥ 1
√
pq
I(P (A)), p =

1

2
, (3.3.1)

gde I – gaussovska� izoperimetriqeska� funkci�. Estestvennyi

vopros: ostaets� li (3.3.1) spravedlivym pri p 6= 1

2
? Otvet



181

okazyvaets� otricatelьnym. Deistvitelьno, esli primenitь ne-

ravenstvo vida

∫

√

hA dP ≥ 1
√
pq
I0(P (A))

s optimalьnoi funkciei I0 (ne zavis�wei ot razmernosti) k od-

notoqeqnomu mnoжestvu A = {(0, . . . , 0)}, to poluqim

√
pq (

√
npn + npn−1q) ≥ I0(pn).

Polaga� p = t1/n, gde t ∈ (0, 1) – fiksirovano, i ustreml�� n→ ∞,

poluqim v predele

J(t) ≡ t
√

log(1/t) ≥ I0(t).

No funkci� J(t) vedet seb� kak 1√
2
I(t) pri t → 0, i poзtomu

I0(t) < I(t) dl� vseh dostatoqno malyh t (ili, qto ravnosilьno,

– dl� vseh t, dostatoqno blizkih k 1).

Tem ne menee, (3.3.1) spravedlivo s toqnostь� do absol�tnogo

mnoжitel�.

Teorema 3.3.1. Pustь I(t) = ϕ(Φ−1(t)), 0 ≤ t ≤ 1. Dl� vseh

A ⊂ {0, 1}n
∫

√

hA dP ≥ 1√
2pq

I(P (A)). (3.3.2)

Bolee togo, dl� l�boi funkcii g : {0, 1}n → [0, 1]

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + 2Γ(g)2 (3.3.3)

(matematiqeskoe oжidanie ponimaets� v smysle mery P ).

Proverim, naskolьko optimalьno neravenstvo (3.3.2), na pri-

mere poluprostranstv, t.e., mnoжestv vida

An(a) =

{

x ∈ {0, 1}n :
Sn − np
√
npq

≤ a

}

,
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gde Sn = x1 + · · · + xn. Poloжim k =
[

np+ a
√
npq

]

, gde [ · ] oboz-

naqaet celu� qastь qisla. Oqevidno,

hAn(a) = (n− k) 1{Sn=k} + (k + 1) 1{Sn=k+1},

i v silu lokalьnoi teoremy Muavra–Laplasa,

∫

√

hAn(a) dP =
√
n− k P (Sn = k) +

√
k + 1 P (Sn = k + 1)

−→
√
p+

√
q

√
pq

ϕ(a)

pri n → ∞. S drugoi storony, v silu centralьnoi predelьnoi

teoremy, P (An(a)) → Φ(a), i sledovatelьno

1√
2pq

I(P (An(a))) −→ 1√
2pq

ϕ(a).

Tak kak 1 ≤ √
p +

√
q ≤

√
2, zavisimostь pravoi qasti (3.3.2) ot

pary (p, P (A)) optimalьna (s toqnostь� do absol�tnogo mnoжi-

tel�).

My poluqim (3.3.2)–(3.3.3) kak sledstvie bolee obwego utver-

жdeni�. Pustь (Mi, µi), 1 ≤ i ≤ n, – proizvolьnye vero�tnostnye

prostranstva. Rassmotrim proizvedenie M = M1 × · · · × Mn s

meroi P = µ1⊗ · · ·⊗µn. Dl� kaжdoi izmerimoi funkcii g na M

opredelim tak жe, kak i na diskretnom kube, (normalizovannyi)

modulь gradienta

Γ(g) =

√

n
∑

i=1

Varxi
(g)

gde Varxi
(g) oboznaqaet dispersi� g po peremenni xi v smysle

mery µi (v to vrem�, kak drugie peremennye fiksirovany).

Dl� izmerimyh mnoжestv A ⊂ M veliqinu P
+(A) = EΓ(1A)

moжno rassmatrivatь kak svoego roda P -perimetr A.

Imeet mesto
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Teorema 3.3.2. Dl� l�boi izmerimoi funkcii g : M → [0, 1]

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + 2 Γ(g)2 (3.3.4)

(matematiqeskie oжidani� ponima�ts� v smysle mery P ). V

qastnosti, dl� l�bogo izmerimogo A ⊂M

P
+(A) ≥ 1√

2
I(P (A)). (3.3.5)

V sluqae, kogda Mi = {0, 1} s meroi µp, (3.3.4) i (3.3.5) svod�t-

s� sootvetstvenno k (3.3.3) i (3.3.2). I kak my znaem, pri p =
1

2

mnoжitelь 2 v (3.3.4) moжno ubratь. Bolee togo, drugih ta-

kih mer za iskl�qeniem ediniqnyh mass bolьxe net (v klasse

prodakt-mer P ), i v зtom smysle simmetriqnoe raspredelenie

Bernulli igraet osobu� rolь. Qtoby pokazatь зto, primenitь

pri n = 1 pravu� qastь (3.3.4) k funkci�m vida gε = c + εg, gde

0 < c < 1, i g - ograniqenna� funkci� na M , taka� qto Eg = 0.

Pri dostatoqno malyh ε imeem 0 < gε < 1, a razloжenie v r�d

Teilora pravoi qasti (3.3.4) po stepen�m ε imeet vid

E

√

I(gε)2 + Var(gε) = E

√

I(c+ εg)2 + ε2 Var(g)

= I(c) +
I′(c)

6 I(c)2
Eg3 ε3 +O

(

ε4
)

.

Poзtomu neravenstvo I(c) = I(Egε) ≤ E
√

I(gε)2 + Var(gε) vleqet

Eg3 = 0. Poslednee moжet ne vypoln�tьs�, esli mera µ1 ne imeet

dvutoqeqnyi nositelь s massoi 1/2 v toqkah nositel�.

Pristupim k dokazatelьstvu teoremy 3.3.2. V silu teoremy

3.1.2 dl� operatorov Γi(g) =
√

2 Varxi
(g) (predstavl��wih soboi

skoree funkcionaly), dostatoqno rassmotretь sluqai n = 1. To

estь, nam sleduet ustanovitь neravenstvo

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + 2 Var(g). 0 ≤ g ≤ 1. (3.3.7)
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My dokaжem bolee silьnoe utverжdenie:

Lemma 3.3.1. Dl� l�boi izmerimoi funkcii g : M → [0, 1]

I(Ef) − EI(f) ≤ 1

I(Ef)
Var(f). (3.3.8)

Primen�� neravenstvo Iensena (gaussovska� izoperimetriqes-

ka� funkci� I(t) = ϕ(Φ−1(t)) vognuta na [0,1]) i (3.3.8), my polu-

qim

(I(Eg))2 − (EI(g))2 = (I(Eg) − EI(g)) (I(Eg) + EI(g))

≤ (I(Eg) − EI(g)) 2I(Eg) ≤ 2 Var(g).

Sledovatelьno

(I(Eg))2 ≤ (EI(g))2 + 2 Var(g) ≤
(

E

√

I(g)2 + 2 Var(g)
)2

,

gde na poslednem xage my vospolьzovalisь (ranee upom�nutym)

neravenstvom (Eu)
2

+ (Ev)
2 ≤

(

E
√
u2 + v2

)2
dl� u = I(g) i v =

√

2 Var(g). Takim obrazom, (3.3.8) vleqet (3.3.7).

Dokazatelьstvo lemmy 3.3.1.

Otmetim snaqala neskolьko svoistv funkcii I(t) = ϕ(Φ−1(t)),

0 ≤ t ≤ 1:

1) I vognuta na [0,1] i simmetriqna otnositelьno toqki 1/2;

2) I vozrastaet na [0,1/2] i ubyvaet na [1/2,1]; I(0) = I(1) = 1;

3) I udovletvoraet differencialьnomu uravneni� I ′′I = −1;

4) funkci� I
( 1

2
+ t
)2

+ t2 vognuta i qetna na |t| ≤ 1/2.

Xag 1. Svedem (3.3.8) k sluqa� 0 ≤ g ≤ 1/2. Zapixem g v vide

g =
1

2
+εf , gde 0 ≤ f ≤ 1/2 i |ε| = 1. Tak kak I(

1

2
+εf) = I(

1

2
+f)

i Var(g) = Ef2 − (Eεf)2, (3.3.8) primet vid

I
(

1

2
+ Eεf

)

− EI
(

1

2
+ f

)

≤ 1

I

(

1

2
+Eεf

)

(

Ef2 − (Eεf)2
)

,
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qto moжet bytь perepisano kak

[

I2
(

1

2
+ Eεf

)

+
(

Eεf
)2
]

− I
(

1

2
+ Eεf

)

EI
(

1

2
+ f

)

≤ Ef2.

(3.3.9)

V silu svoistv 1) i 4), leva� qastь (3.3.9) predstavl�et soboi

vypuklu� qetnu� funkci� peremennoi t = Eεg. Sledovatelьno

maksimalьnoe znaqenie зtoi qasti pri uslovii, qto g fiksiro-

vana, dostigaets� na takoi funkcii ε, dl� kotoroi znaqenie |t|
maksimalьno, to estь, na posto�nnyh funkci�h ε = −1 i ε = 1.

V oboih sluqa�h my poluqim v (3.3.9) odinakovye neravenstva,

poзtomu moжno ograniqitьs� sluqaem ε = −1. No togda g =
1

2
−f

prinimaet znaqeni� na intervale [0,1/2].

Xag 2. Pustь g prinimaet znaqeni� na intervale [0,1/2].

Zafiksiruem c = Eg. Ne umal�� obwnosti, 0 < c ≤ 1/2. Za-

pixem dl� funkcii I razloжenie Teilora v toqke c do vtorogo

por�dka s ostatoqnym qlenom v integralьnoi forme:

I(g) = I(c) + I ′(c) (g − c) +

∫ 1

0

I ′′(t c+ (1 − t)g ) t dt (g − c)2. (3.3.10)

V silu svoistv 2) i 3), I ′′ vozrastaet na intervale (0,1/2],

poзtomu I ′′(t c + (1 − t)g ) ≥ I ′′(t c). Ispolьzu� зtu ocenku i inte-

griru� (3.3.10), poluqaem

EI(g) − I(c) ≥ Var(g)

∫ 1

0

I ′′(t c) t dt = −Var(g)

∫ 1

0

t

I(t c)
dt.

Nakonec, vospolьzuems� neravenstvom I(t c) ≥ t I(c), kotoroe vy-

poln�ets� v silu vognutosti I i togo fakta, qto I(0) = 0. V

rezulьtate prihodim k iskomomu neravenstvu.

Lemma 3.3.1 i s nei teoremy 3.3.2 i 3.3.1 dokazany.
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§ 3.4. Izoperimetriqeskoe neravenstvo dl� mnogomernogo

raspredeleni� Puassona

V otliqie ot neravenstv (3.2.1)–(3.2.2) dl� simmetriqnogo

raspredeleni� Bernulli, kotoroe my sv�zyvali s izoperimetri-

qeskim neravenstvom dl� gaussovskoi mery, neravenstva (3.3.2)–

(3.3.3) dl� nesimmetriqnogo raspredeleni� Bernulli soderжat

v sebe kak predelьnyi sluqai sootvetstvu�wie izoperimetri-

qeskie neravenstva dl� raspredeleni� Puassona.

Oboznaqim qerez Πλ raspredelenie Puassona s parametrom

λ > 0: dl� k ∈ Z+ = {0, 1, 2, · · · } Πλ({k}) = e−λλk/k!. Kak obyqno,

Πn
λ oboznaqaet sootvetstvu�wu� prodakt-meru na Z

n
+.

Dl� mnoжestv A ⊂ Z
n
+ opredelim funkci�

hA(x) = card {i ≤ n : (x ∈ A, x+ ei /∈ A) ili (x /∈ A, x+ ei ∈ A)},

gde (ei)1≤i≤n – kanoniqeskii bazis v R
n. Nakonec, opredelim

operator ∆g(x) = g(x+ 1)− g(x), deistvu�wii na semeistve vseh

funkcii g na Z+.

Teorema 3.4.1. Pustь I(t) = ϕ(Φ−1(t)), 0 ≤ t ≤ 1. Dl� l�boi

funkcii g : Z+ → [0, 1]

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + 2λ |∆g|2 (3.4.1)

(matematiqeskie oжidani� ponima�ts� v smysle mery Πλ). Kak

sledstvie, dl� l�bogo mnoжestva A ⊂ Z
n
+

∫

√

hA dΠn
λ ≥ 1√

2λ
I(Πn

λ(A)). (3.4.2)

Neravenstvo (3.4.2) sluжit ”puassonovskim” analogom izope-

rimetriqeskogo neravenstva (3.3.2) na diskretnom kube: veli-

qina
∫ √

hA dΠn
λ predstavl�et soboi nekotoru� poverhnostnu�
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meru, predelьnyi analog P -perimetra. Kak sledstvie, moжno

ocenitь meru mnoжestva ∂A = {x ∈ Z
n : hA(x) > 0}, predstavl��-

wego soboi granicu A pravostoronnego tipa. Deistvitelьno, v

silu togo, qto hA ≤ n 1∂A, poluqaem

Πn
λ(∂A) ≥ 1√

2λn
I(Πn

λ(A)).

Qto жe kasaets� neravenstva (3.4.1), to зto v nekotorom smysle

vesьma neoжidannyi fakt. Esli my raspolagaem analogiqnym

neravenstvom

I(Eµg) ≤ Eµ

√

I(g)2 + c |∇g|2

dl� modul� gradienta funkcii g, opredelennyh na nekotorom

metriqeskom prostranstve M s meroi µ, to vse lipxicevy funk-

cii ob�zany imetь raspredeleni� s gaussovskim ubyvaniem hvo-

stov (nabl�denie D.Bakri i M.Ledu [62]). V to жe vrem� puas-

sonovskie hvosty Πλ({i : i ≥ k}) ”t�жelee” gaussovskih (oni ve-

dut seb� kak Πλ({k}) pri k → ∞). Takim obrazom, diskretnye

neravenstva mogut suwestvenno otliqatьs� ot ”nepreryvnyh”.

Dokazatelьstvo teoremy 3.4.1. Primen�� teoremu 3.1.2 k ope-

ratoram Γi(g) = |∆g|, moжno rasprostranitь (3.4.1) na mnogomer-

noe prostranstvo (Zn
+,Π

n
λ) s operatorom

Γg(x) =

√

n
∑

i=1

|g(x+ ei) − g(x)|2.

Pri зtom na indikatornyh funkci�h mnogomernyi variant nera-

venstva (3.4.1) budet sovpadatь s (3.4.2). Takim obrazom, osta-

ets� ustanovitь (3.4.1). Primenim dl� зtogo (3.3.3) pri p = λ/n

s dostatoqno bolьxim n k funkci�m vida gn(x) = g(x1+· · ·+xn). V

silu teoremy Puassona, (3.3.3) v predele prevratits� v (3.4.1).

Teorema dokazana.
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§ 3.5. Utoqnenie nekotoryh neravenstv Talagrana

na diskretnom kube

Vozvratims� k teoreme 3.3.1 – izoperimetriqeskim neraven-

stvam na diskretnom kube ({0, 1}n, P ), P = µn
p , vida

∫

√

hA dP ≥ cp I(P (A)). (3.5.1)

Nailuqxa� posto�nna cp imeet por�dok
1

√
pq

(q = 1 − p), qto

moжet bytь suwestvenno, naprimer, pri perehode k puassonovs-

komu raspredeleni�. Odnako, v nekotoryh zadaqah neobhodi-

mo ocenivatь v terminah obъema ”P (A)” drugu� veliqinu –
∫

A

√
hA dP , i зto suwestvenno izmenit povedenie konstant.

Zdesь naxei celь� budut sledu�wie dva utverжdeni�.

Teorema 3.5.1. Pustь I(t) = ϕ(Φ−1(t)), 0 ≤ t ≤ 1. Dl� vseh

A ⊂ {0, 1}n
∫

A

√

hA dP ≥ cp I(P (A)), (3.5.2)

gde nailuqxa� posto�nna� cp, ne zavis�wa� ot razmernosti n,

udovletvor�et pri vseh 0 < p < 1 i dl� nekotoryh absol�tnyh

posto�nnyh K0,K1 ∈ (0,+∞) neravenstvam

K0
1

√

log(1/pq)
≤ cp ≤ K1

1
√

log(1/pq)
. (3.5.3)

Teorema 3.5.2. Pustь P – prodakt-mera na {0, 1}n s neob�za-

telьno odinakovymi marginalьnymi raspredeleni�mi. Dl� vseh

A ⊂ {0, 1}n
∫

A

√

hA dP ≥ P (A)(1 − P (A)). (3.5.4)

Oqevidno, s toqnostь� do mnoжitel�, zavis�wego ot p, (3.5.2)

silьnee, qem (3.5.1). Takoe neravenstvo bylo poluqeno Talagra-

nom [216] s hudxei po por�dku posto�nnoi cp =
√
pq (s toqnostь�
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do absol�tnogo mnoжitel�). S takoi жe po por�dku posto�nnoi

(pered P (A)(1− P (A))) im bylo dokazano i neravenstvo (3.5.4),

odnako, v tom lixь sluqae. kogda P = µn
p imeet odinakovye mar-

ginalьnye raspredeleni�. Osnovnym motivom dl� poluqeni� ta-

kih ocenok posluжila teorema Margulisa [23]: suwestvuet fun-

kci� c = c(p, t) > 0, p, t ∈ (0, 1), taka� qto dl� vseh mnoжestv

A ⊂ {0, 1}n mery t = µn
p (A) ∈ (0, 1)

µn
p (∂A)

∫

A

hA dP ≥ c(p, t),

gde ∂A = {x ∈ A : si(x) /∈ A dl� nekotorogo i ≤ n} oboznaqaet

granicu A ”s vnutrennei storony”. V silu neravenstva Koxi–

Bun�kovskogo, µn
p (∂A)

∫

A
hA dP ≥

( ∫

A

√
hA dP

)2
, poзtomu, qtoby

imetь kakie-libo ocenki dl� funkcii c(p, t) dostatoqno umetь

ocenivatь
∫

A

√
hA dP (no, koneqno, ocenki dl�

∫ √
hA dP budut

nedostatoqny). Kak sledstvie (3.5.4) (v otliqie ot (3.5.3)), my

poluqaem, qto funkci� c v teoreme Margulisa moжno vybratь

ne zavis�wei ot p, v qastnosti, moжno vz�tь c(p, t) = (t(1 − t))2.

Odnako, pri fiksirovannyh p, bolee toqna� zavisimostь c ot

peremennoi t daets� neravenstvom (3.5.3).

Kak i pri dokazatelьstve neravenstv vida (3.5.1), my budem

ispolьzovatь funkcionalьnu� formu (3.3.3), no s drugim ope-

ratorom Γ. Imenno, vvedem operator

(M g)(x) =

√

n
∑

i=1

(

(g(x) − g(si(x))+
)2
, x ∈ {0, 1}n,

gde g – proizvolьna� funkci�, opredelenna� na diskretnom kube

{0, 1}n (my ispolьzuem standartnoe oboznaqenie a+ = max(a, 0)).

Teperь naxei funkcionalьnoi formoi budut neravenstva vida

c I(Eg) ≤ E

√

c I(g)2 + (M g)2, 0 ≤ g ≤ 1. (3.5.5)

Oqevidno, na indikatornyh funkci�h g = 1A (3.5.5) prevra-

waets� sootvetstvenno v (3.5.2), kogda c = cp i I(t) = ϕ(Φ−1(t)), i
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v (3.5.4), kogda c = 1 i I(t) = t(1−t). V silu teoremy 3.1.2, dosta-

toqno issledovatь odnomernoe funkcionalьnoe neravenstvo.

Naqnem s bolee prostoi teoremy 3.5.2.

Lemma 3.5.1. Pustь I(t) = t(1 − t), 0 ≤ t ≤ 1. Po otnoxeni� k

mere µp na {0, 1}, optimalьna� posto�nna� c = cp v neravenstve

cI(Eg) ≤ E

√

c2I(g)2 + (M g)2, 0 ≤ g ≤ 1. (3.5.6)

opredel�ets� sootnoxeniem

cp = min

{
√

2− p

p
,

√

2− q

q

}

.

Zametim, qto cp ≥ 1, poзtomu mnogomerni variant (3.5.6) vle-

qet (3.5.4). Krome togo, dl� prodakt-mer P = µn
p , (3.5.4) moжet

bytь neznaqitelьno usileno:
∫

A

√
hA dP ≥ cp P (A)(1 − P (A)).

Dokazatelьstvo. Poloжim d = 1/c2. Tak kak I(Eg) − EI(g) =

Var(g), (3.5.6) moжno zapisatь v vide

Var(g) ≤ E

[

√

I(g)2 + d (M g)2 − I(g)
]

.

Poloжim g(1) = a, g(0) = b. Pustь snaqala 1 ≥ a ≥ b ≥ 0. Togda

зto neravenstvo zapixets� kak

pq(a − b)2 ≤ p
√

I(a)2 + d(a− b)2 − pI(a),

qto v svo� oqeredь (posle vozvedeni� v kvadrat) svodits� k ne-

ravenstvu

q2(a− b)2 + 2qI(a) ≤ d. (3.5.7)

Maksimum levoi levoi qasti v (3.5.7) dostigaets� pri b = 0 i

a = 1/(2−q) ∈ [0, 1], qto daet d ≥ q

2− q
. Rassmotrenie sluqa� a ≤ b

privodit analogiqno k neravenstvu d ≥ p

2− p
. Takim obrazom,
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(3.5.6) vypoln�ets� dl� vseh g togda i tolьko togda, kogda d ≥
1/c2p. Lemma 3.5.1 i s nei teorema 3.5.2 dokazany.

Pereidem teperь k teoreme 3.5.1. Preжde, qem dokazyvatь

”gaussovskii” variant (3.5.5), qto daet levu� ocenku v (3.5.3),

pokaжem, poqemu spravedliva prava� ocenka. Primenim (3.5.2)

k odnotoqeqnomu mnoжestvu A = {Sn = 0} – my poluqim neraven-

stvo
√
nqn ≥ cp I(qn). (3.5.8)

Kak uжe ranee otmeqalosь, funkci� I(t) зkvivalentna pri t→ 0

funkcii t
√

2 log(1/t), poзtomu pri bolьxih n (3.5.8) moжno za-

pisatь kak
√
nqn ≥ cp q

n

√

log
1

qn
(1 + o(1)).

Ustreml�� n → ∞, prihodim k neravenstvu cp ≤ 1/
√

log(1/q).

Analogiqno primen�� (3.5.2) k odnotoqeqnomu mnoжestvu A =

{Sn = n}, my poluqim neravenstvo cp ≤ 1/
√

log(1/p). Obe ocenki

da�t cp ≤ 1/
√

log(1/p′), gde p′ = min(p, q). No p′ imeet por�dok pq

pri pq → 0. Takim obrazom, prava� ocenka v (3.5.3) dokazana.

Pereidem teperь k levoi ocenke. Deistvu� kak i pri dokaza-

telьstve lemmy 3.5.1, nam nuжno ustanovitь neravenstvo

I(pa+ qb) ≤ p
√

I(a2) + d (a− b)2 + qI(b), (3.5.9)

gde p ∈ (0, 1) – fiksirovano, 1 ≥ a > b ≥ 0 – proizvolьnye qisla,

i d ≤ K log(1/(pq)) s nekotoroi absol�tnoi posto�nnoi K (za-

metim, qto (3.5.9) sovpadaet s (3.5.5), esli poloжitь g(1) =

a, g(0) = b i d = 1/c2). Dl� dokazatelьstva зtogo fakta nam

potrebu�ts� issledovatь nekotorye svoistva funkcii I, toqnee

my budem rabotatь s drugoi funkciei, a imenno,

I0(x) = J(x(1 − x)), gde J(x) = x
√

log(1/x), 0 ≤ x ≤ 1,
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i budem dokazyvatь (3.5.9) dl� I0 vmesto I (зto vozmoжno, po-

skolьku зti funkcii moжno ocenitь drug qerez druga s toqnos-

tь� do absol�tnyh posto�nnyh).

Itak, zafiksiruem p ∈ (0, 1) i vvedem funkci�

L ≡ L(a, b) = I0(pa + qb) − (pI0(a) + qI0(b)).

Togda neravenstvo (3.5.9) (dl� funkcii I0) moжno zapisatь v

vide
L

pI0(a)
≤
√

1 + t2 − 1, gde t =

√
d (a− b)

I0(a)
.

Tak kak
1

3
min(t, t2) ≤

√
1 + t2 − 1 ≤ min(t, t2) dl� vseh t ≥ 0, nam

budet dostatoqno ustanovitь dva neravenstva:

3
L

p (a− b)
≤

√
d, (3.5.10)

3
LI0(a)

p (a− b)2
≤ d, (3.5.11)

gde d = K log(1/(pq)) (K – absol�tna� posto�nna�).

Lemma 3.5.2. J(x) ≤ 1 dl� vseh x ∈ [0, 1].

Dokazatelьstvo. Imeem J(0) = J(1) = 0. Dl� 0 < x < 1

J ′(x) =

√

log
1

x
− 1

2

√

log
1

x

= 0 (3.5.12)

togda i tolьko togda, kogda x = 1/
√
e. Sledovatelьno J(x) ≤

J(1/
√
e) = 1/

√
2e < 1.

Lemma 3.5.3.

a) Funkci� I0 vozrastaet na [0, 1/2] i ubyvaet na [1/2, 1].

b) I0 vognuta na [0, 1].

c)
1

3
≤ −I ′′0 (x)I0(x) ≤ 1 dl� vseh x ∈ (0.1).

Dokazatelьstvo. Poloжim y = x(1 − x) ∈ [0, 1/4]. Tak kak J

vozrastaet na intervale [0, 1/
√
e ] i 1/

√
e ≥ 1/4, imeem I ′0(x) =
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J ′(y)(1 − 2x) ≥ 0 dl� vseh 0 < x ≤ 1/2. Зto dokazyvaet a), tak kak

I0 simmetriqna otnositelьno toqki 1/2. Svoistvo b) vytekaet

iz c). Qtoby dokazatь c), vospolьzuems� (3.5.12):

J ′′(x) = − 1

2x

√

log
1

x

− 1

4x log
1

x

√

log
1

x

.

Sledovatelьno

−J ′′(x)J(x) =
1

2
+

1

4 log
1

x

, J ′(x)J(x) = x log
1

x
− 1

2
x.

V silu opredeleni� y = x(1 − x), imeem (y′)2 = 1 − 4y, y′′ = −2,

poзtomu

−I ′′0 (x)I0(x) = −[J ′′(y)(1 − 4y) − 2J ′(y)] J(y)

=

(

1

2
+

1

4 log
1

y

)

(1 − 4y) +
(

2y log
1

y
− y
)

=
1

2
+

1

4 log
1

y

− y

(

3 − 2 log
1

y
+

1

log
1

y

)

.

Takim obrazom, vvod� peremennu� t = log
1

y
∈ [ log 4,+∞), polu-

qennoe toжdestvo moжno zapisatь v vide

−t I ′′0 (x)I0(x) =
1

4
+

1

2
t+ e−t (2t2 − 3t− 1).

Sledovatelьno −I ′′0 (x)I0(x) ≤ 1 togda i tolьko togda, kogda

u(t) =
1

4
− 1

2
t+ e−t (2t2 − 3t− 1) ≤ 0.

Rassmotrim funkci� v(t) = e−t (2t2 − 3t− 1). Imeem

v′(t) = −2e−t (2t2 − 7t+ 2) = −2e−t (t− t1)(t− t2),

gde t1 =
7−

√
35

4
= 0.271 . . . , t2 =

7 +
√
35

4
= 3.229 . . . . Poзtomu

v vozrastaet na [t1, t2] i ubyvaet na [t2,+∞). V qastnosti, dl�

vseh t ≥ log 4 v(t) ≤ v(t2) = 0, 403 . . . . Poзtomu

u(t) ≤ 1

4
− 1

2
log 4 + v(t2) = −0.041 . . . < 0,



194

i verhn�� ocenka dl� −I ′′0 I0 v c) dokazana. Qtoby dokazatь niж-

n�� ocenku, zametim qto −I ′′0 (x)I0(x) ≥ 1

3
togda i tolьko togda,

kogda w(t) =
1

4
+

1

6
t+ v(t) ≥ 0. Tak kak v(+∞) = 0 i v(log 4) < 0,

v(t) ≥ v(log 4) = 2 log2 2 − 3

2
log 2 − 1

4

dl� vseh t ≥ log 4. Sledovatelьno

w(t) ≥ w(log 4) = 2 log2 2 − 7

6
log 2 = 0.152 · · · > 0.

Lemma 3.5.3 dokazana.

Lemma 3.5.4. Dl� vseh a ∈ (0, 1)

Qp(a) ≡ I20 (pa)− p2I20 (a)

(pa)2
≤ 3 log

1

pq
.

Dokazatelьstvo. Zapisyva� 1 − pa = (1 − a) + qa, imeem po

opredeleni� I0:

Qp(a) = (1 − pa)2 log
1

pa(1− pa)
− (1 − a)2 log

1

a(1− a)
=

(

(1 − a)2 + 2qa(1 − a) + a2
)

log
1

pa(1− pa)
− (1 − a)2 log

1

a(1− a)
=

(1 − pa)2 log
1

p
+ (1 − a)2 log

1− a

1− pa
+
(

2qa(1 − a) + a2
)

log
1

a(1− pa)
.

(3.5.13)

Pervoe slagaemoe v (3.5.13) moжno ocenitь vyraжeniem log
1

p
,

vtoroe – otricatelьno, tak kak 1 − a < 1 − pa. Ispolьzu� nera-

venstva 1 − pa ≥ q, 2qa(1 − a) + a2 ≤ 2a, ocenim tretьe slagaemoe

vyraжeni�mi:

2a log
1

qa
≤ 2 max

(

1, log
1

q

)

≤ 2 log
1

pq

(na poslednem xage ispolьzovali neravenstvo 1 < log
1

pq
). So-

bira� vse ocenki, poluqaem

Qp(a) ≤ log
1

p
+ 2 log

1

pq
≤ 3 log

1

pq
.
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Lemma 3.5.5. Dl� vseh a ∈ (0, 1],

Rp(a) ≡ I0(pa)− pI0(a)

a
≤ 4pq

√

log
1

pq
.

Dokazatelьstvo. Zapisyva� 1 − pa = (1 − a) + qa, imeem

1

p
Rp(a) = (1 − pa)

√

log
1

pa(1− pa)
− (1 − a)

√

log
1

a(1− a)

= (1 − a)

[√

log
1

pa(1− pa)
−
√

log
1

a(1− a)

]

+ qa

√

log
1

pa(1− pa)

= (1 − a)
log

1− a

p(1− pa)
√

log
1

pa(1− pa)
+

√

log
1

a(1− a)

+ qa

√

log
1

pa(1− pa)
.

(3.5.14)

Qtoby ocenitь vtoroe slagaemoe v (3.5.14), vospolьzuems� nera-

venstvami 1 − pa ≥ q, J(a) ≤ 1 ≤
√

log
1

pq
:

qa

√

log
1

pa(1− pa)
≤ qa

[

√

log
1

pq
+

√

log
1

a

]

≤ q

√

log
1

pq
+ qJ(a) ≤ 2q

√

log
1

pq
.

(3.5.15)

Pervoe slagaemoe v (3.5.14) nepoloжitelьno, esli a ≥ 1

1 + p
, tak

kak v зtom sluqae
1

pa(1− pa)
≤ 1. Poзtomu rassmotrim sluqai

a ≤ 1

1 + p
. Poskolьku

1− a

1− pa
≤ 1, pervoe slagaemoe moжno ocenitь

vyraжeni�mi

(1 − a)
log

1

p
√

log
1

p

≤
√

log
1

pq
≤ 2q

√

log
1

pq
,

priqem poslednee neravenstvo vypoln�ets� pri q ≥ 1/2. Takim

obrazom, s uqetom (3.5.15), v зtom sluqae my poluqaem жelae-

mu� ocenku
1

p
Rp(a) ≤ 4q

√

log
1

pq
.
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Pustь teperь q ≤ 1/2. Ocenim pervoe slagaemoe v (3.5.14)

drugim sposobom. Snova moжno dopustitь, qto a ≤ 1

1 + p
, kogda

зto slagaemoe nepoloжitelьno. Imeem:

(1 − a)
log

1− a

p(1− pa)
√

log
1

pa(1− pa)
+

√

log
1

a(1− a)

≤ log
1− a

p(1− pa)
,

tak kak v znamenatele sleva a(1 − a) ≤ 1/4 i pa(1 − pa) ≤ 1/4.

Oceniva� dalee, imeem

1− a

p(1− pa)
= 1 + q

1− (1 + p) a

p(1− pa)
≤ 1 + 2q,

poskolьku p ≥ 1/2 i 1 − (1 + p) a ≤ 1 − pa. Sledovatelьno,

log
1− a

p(1− pa)
≤ log(1 + 2q) ≤ 2q ≤ 2q

√

log
1

pq
.

S uqetom (3.5.15), snova prihodim k trebuemomu zakl�qeni�.

Lemma dokazana.

Lemma 3.5.6. Esli 1 > a > b ≥ 0, to

L(a, b)

(a− b)2
≤ pq

2I0(a)
+ 3

L(a, 0)

a2
.

Dokazatelьstvo. Zapixem razloжenie Teilora dl� funkcii

I0 v toqke c ∈ (0, 1) po stepen�m x − c, x ∈ [0, 1], s ostatoqnym

qlenom v integralьnoi forme:

I0(x) = I0(c) + I ′0(c) (x− c) +

∫ 1

0

I ′′0 (tc+ (1 − t)x) t dt (x− c)2.

Primen�� зto razloжenie k c = pa + qb v toqkah x = a i x = b

i skladyva� dva razloжeni� s vesami p i q, poluqaem (obwee)

toжdestvo:

L(a, b)

(a− b)2
= −pq

[

q

∫ 1

0

I ′′0 (tc+ (1 − t)a) t dt + p

∫ 1

0

I ′′0 (tc+ (1 − t)b) t dt

]

.

(3.5.16)
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V silu lemmy 3.5.3 c), −I ′′0 ≤ 1/I0, sledovatelьno

L(a, b)

(a− b)2
≤ pq

[

q

∫ 1

0

1

I0(tc+ (1− t)a)
t dt+ p

∫ 1

0

1

I0(tc+ (1− t)b)
t dt

]

.

(3.5.17)

V silu lemmy 3.5.3 a), funkci� 1/I0 ubyvaet na [0,1/2] i vozras-

taet na [1/2,1]. Poзtomu maksimum зtoi funkcii na l�bom in-

tervale [α, β] dostigaets� v odnoi iz koncevyh toqek intervala.

V qastnosti, dl� vseh x ∈ [α, β],

1

I0(x)
≤ 1

I0(α)
+

1

I0(β)
. (3.5.18)

Budem sqitatь, qto t i a v (3.5.16)–(3.5.17) fiksirovany, a b

men�ets� na intervale [0, a]. Togda x = tc + (1 − t)a men�ets� na

intervale [α, β] = [tpa+ (1 − t)a, a], i soglasno (3.5.18)

1

I0(tc+ (1− t)a)
≤ 1

I0(a)
+

1

I0(tpa+ (1− t)a)
.

Analogiqno
1

I0(tc+ (1− t)b)
≤ 1

I0(a)
+

1

I0(tpa)
. Ispolьzu� зti ocen-

ki v (3.5.17), poluqaem

L(a, b)

(a− b)2
≤ pq

2I0(a)
+ pq

[

q

∫ 1

0

1

I0(t pa+ (1− t)a)
t dt+ p

∫ 1

0

1

I0(t pa)
t dt

]

.

Primen�� neravenstvo 1/I0 ≤ −3I ′′0 (lemma 3.5.3 c)), poluqaem

L(a, b)

(a− b)2
≤ pq

2I0(a)
−3 pq

[

q

∫ 1

0

I ′′0 (tpa + (1 − t)a) t dt + p

∫ 1

0

I ′′0 (tpa) t dt

]

.

No vtoroe slagaemoe (bez mnoжitel� 3) sovpadaet s pravoi qas-

tь� (3.5.16) pri b = 0 i poзtomu ravno L(a, 0)/a2. Takim obrazom,

Lemma 3.5.6 dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 3.5.1.

Nuжno dokazatь (3.5.10)–(3.5.11). Naqnem s (3.5.11). V silu

lemmy 3.5.6,

3
LI0(a)

p(a− b)2
≤ 3q

2
+ 9

L(a, 0)I0(a)

pa2
. (3.5.19)
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Funkci� I0 vognuta (lemma 3.5.3a)) i I0(0) = 0. Sledovatelьno

I0(pa) ≥ pI0(a). Poзtomu

L(a, 0) = I0(pa) − pI0(a) =
I20 (pa)− p2I20 (a)

I0(pa) + pI0(a)

≤ I2
0
(pa)− p2I2

0
(a)

2pI0(a)
=

(pa)2Qp(a)

2pI0(a)

(Qp(a) opredeleno v lemme 3.5.4). Primen�� зtu lemmu, pri-

hodim k neravenstvu
L(a, 0)I0(a)

pa2
≤ 3

2
log

1

pq
, i s uqetom (3.5.19),

imeem

3
LI0(a)

p(a− b)2
≤ 3q

2
+

27

2
log

1

pq
≤ 15 log

1

pq
,

tak kak
3

2
≤ 3

2
log

1

pq
. Takim obrazom, (3.5.11) vypoln�ets� s

d = 15 log
1

pq
.

Qtoby ustanovitь (3.5.10), rassmotrim pri 1 ≥ a ≥ b ≥ 0

neravenstvo vida

L(a, b) = I0(pa + qb) − (pI0(a) + qI0(b)) ≤ C(p) (a − b). (3.5.20)

Tak kak I0 vognuta, dl� vseh c ∈ (0, 1) leva� qastь (3.5.20) pred-

stavl�et soboi vognutu� funkci� pary (a, b) na segmente

∆(c) = {(a, b) : pa+ qb = c, 1 ≥ a ≥ b ≥ 0},

v to vrem� kak prava� qastь (3.5.20) – lineina� funkci�. Poз-

tomu (3.5.20) vypoln�ets� dl� vseh (a, b) ∈ ∆(c) togda i tolьko

togda, kogda зto neravenstvo spravedlivo dl� koncevyh toqek

зtogo intervala. Oqevidno, dl� koncevyh toqek ∆(c) s koordi-

natami (a, b) libo b = 0, libo a = 1. Esli b = 0, to (3.5.20)

prevrawaets� v neravenstvo

I0(pa) − pI0(a) ≤ C0(p) a, (3.5.21)

gde C0(p) = C(p). Esli жe a = 1, to (3.5.20) prevrawaets� posle

formalьnoi zameny peremennoi b na a v neravenstvo

I0(qa) − qI0(a) ≤ C0(q) a,
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gde C0(q) = C(p). Sledovatelьno optimalьnye posto�nnye C(p)

v (3.5.20) sv�zany s optimalьnymi posto�nnymi C0(p) v (3.5.21)

toжdestvom

C(p) = min(C0(p), C0(q)).

V silu lemmy 3.5.4, C0(p) ≤ 4pq
√

log(1/pq). Sledovatelьno

C(p) ≤ 4pq
√

log(1/pq).

Kak rezulьtat, 3
L

p(a− b)
≤ 12

√

log(1/pq), i znaqit (3.5.10) vypol-

n�ets� s d = 144 log(1/pq).

Teorema 3.5.1 dokazana.
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§ 3.6. Izoperimetriqeskie neravenstva dl� rexetqatyh

raspredelenii

Zdesь my rasprostranim teoremu 3.5.2 dl� prodakt-mer P =

µn s odinakovymi marginalьnymi raspredeleni�mi µ, sosredo-

toqennymi na mnoжestve celyh qisel Z. Naxei zadaqei budet

opisatь v terminah poroжda�wih mer µ vse prodakt-mery, ko-

torye udovletvot��t s toqnostь� do posto�nnoi, ne zavis�wei

ot razmernosti, izoperimetriqeskim neravenstvam tipa (3.5.4).

Vaжnu� rolь v naxem opisanii budet igratь dvustoronnee poka-

zatelьnoe raspredelenie ν.

Po analogii s diskretnym kubom, s kaжdym mnoжestvom A ⊂
Z

n sv�жem funkci�

hA(x) = card{i ≤ n : x ∈ A, (x+ ei /∈ A ili x− ei /∈ A)},

gde (ei)i≤n – kanoniqeskii bazis v R
n (na diskretnom kube зtoi

funkcii sootvetstvuet funkci� hA1A – my uprowaem oboznaqe-

ni� s tem, qtoby integral v (3.5.4) formalьno rassmatrivatь po

vsemu prostranstvu). Opredelim ∂A = {hA > 0} – ”diskretnu�”

granicu A ”s vnutrennei storony”.

Dl� funkcii g na Z
n sootvetstvu�wee opredelenie funkcii

M g dolжno bytь

M g(x) =

√

1

2

n
∑

i=1

((g(x) − g(x− ei))+)
2

+ ((g(x) − g(x+ ei))+)
2
.

Napomnim, qto ∆g(x) = g(x + 1) − g(x), x ∈ Z, – raznostnyi ope-

rator, deistvu�wii na semeistve vseh funkcii na Z.

Dl� vero�tnostnoi mery µ na pr�moi R s funkciei rasprede-

leni� Fµ(x) = µ((−∞, x]), x ∈ R, opredelim funkci�

F−1
µ (p) = inf{x : Fµ(x) ≥ p}, p ∈ (0, 1],
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prinima�wu� znaqeni� v (−∞,+∞]. Napomnim, qto dvustoron-

nee pokazatelьnoe raspredelenie, kotoroe my oboznaqaem qerez

ν imeet plotnostь
1

2
exp(−|x|) (po otnoxeni� k mere Lebega).

Otobraжenie Uµ : R → R, Uµ(x) = F−1
µ (Fν(x)), nepreryvno sleva,

ne ubyvaet i perevodit ν v µ (otobraжenie s takimi svoistvami

edinstvenno). Esli µ sosredotoqena na Z, to Uµ – stupenqata�

funkci� so znaqeni�mi v Z.

Teorema 3.6.1. Pustь µ – vero�tnostna� mera na Z. Sledu�-

wie uslovi� зkvivalentny:

a) suwestvuet c > 0, takoe qto dl� vseh n ≥ 1 i A ⊂ Z
n

∫

√

hA dµ
n ≥ c µn(A) (1 − µn(A)); (3.6.1)

b) suwestvuet c > 0, takoe qto dl� vseh A ⊂ Z

µ(∂A) ≥ c µ(A) (1 − µ(A)); (3.6.2)

c) mera µ udovletvor�et neravenstvu tipa Puankare dl� ope-

ratora M: suwestvuet c > 0, takoe qto dl� vseh funkcii g na Z

c Varµ(g) ≤ Eµ(M g)2; (3.6.3)

d) mera µ udovletvor�et neravenstvu tipa Puankare dl� ope-

ratora ∆: suwestvuet c > 0, takoe qto dl� vseh funkcii g na Z

c Varµ(g) ≤ Eµ|∆g|2; (3.6.4)

e) suwestvuet c > 0, takoe qto dl� vseh a ∈ Z

c Fµ(a)(1 − Fµ(a)) ≤ µ({a}); (3.6.5)

f) dl� nekotorogo h > 0

sup
x∈R

[Uµ(x+ h) − Uµ(x)] ≤ 1. (3.6.6)
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Zametim, qto kaжdoe iz svoistv a) − f) vleqet tot fakt, qto

nositelem µ budet nekotoryi celoqislennyi interval (koneq-

nyi ili net). Deistvitelьno, esli dopustitь protivnoe, to

estь, esli µ((−∞, a−1]) > 0 i µ([a+1,+∞)) > 0, no µ({a}) = 0 dl�

nekotorogo a ∈ Z, to neravenstva (3.6.2) i (3.6.5) naruxa�t-

s� dl� A = (−∞, a] ∩ Z, a (3.6.3)–(3.6.4) – dl� indikatornoi

funkcii g = 1(−∞,a]∩Z (tak kak M g = ∆g = 0 µ-p.n.). Nakonec,

kak sledstvie (3.6.5), obraz Uµ(R) dolжen bytь intervalom v Z.

Zametim, qto svoistvo a) sovpadaet s b) pri n = 1.

Neravenstva tipa Puankare, v qastnosti, (3.6.4)–(3.6.5) legko

rasprostran��ts� na mnogomernoe prostranstvo Z
n, no na in-

dikatornyh funkci�h oni budut slabee, qem izoperimetriqeskie

neravenstva tipa (3.6.1). Kak i ranee, nam sleduet izbratь dru-

gu� funkcionalьnu� formu dl� (3.6.1) i dokazyvatь neravenst-

va vida

c I(Eµg) ≤ Eµ

√

c2I(g)2 + (M g)2, 0 ≤ g ≤ 1, (3.6.7)

s funkciei I(t) = t(1 − t), kak v lemme 3.5.1. Neravenstvo (3.6.7)

(snova v silu obwei teoremy 3.1.2) obobwaets� na mnogomernyi

sluqai, i na indikatornyh funkci�h mnogomernyi variant зto-

go neravenstva daet uжe (3.6.1). Takim obrazom, qtoby svesti

teoremu 3.6.1 k odnomernomu sluqa�, sleduet obъ�snitь, poqe-

mu (3.6.3) зkvivalentno (3.6.7). Esli by reqь xla o sravnenii

”nepreryvnyh” analogov (3.6.3) i (3.6.7) dl� obyqnoi proizvod-

noi g, to (3.6.7) bylo by silьnee, qem (3.6.3). Odnako, dl� gra-

dientov diskretnogo tipa situaci� men�ets� suwestvenno, i re-

xa�wee nabl�denie sostoit v tom, qto pri n = 1 M g ≤ 1, kak

tolьko 0 ≤ g ≤ 1. Kak sledstvie, esli (3.6.3) vypoln�ets� s pos-

to�nnoi c, to (3.6.7) vypoln�ets� s posto�nnoi c1 = 1/
√

1

2c
+

1

c2
.

Deistvitelьno, dl� l�byh u ∈ [0, 1/4] i v ∈ [0, 1] spravedlivo
√

u2 + dv2 − u ≥ 1

c
v2, gde d = 1/c21.
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Primen�� зto neravenstvo k u = I(g), v = M g, poluqaem

Eµ

[

√

I(g)2 + d (M g)2 − I(g)
]

≥ 1

c
Eµ(M g)2 ≥ Varµ(g)

= I(Eµg) −EµI(g),

t.e., (3.6.7) dl� c1. Obratno, primen�� (3.6.7) k funkci�m vida
1

2
+ εg, gde g ograniqenna� funkci� na Z, taka� qto Eµg = 0, i

ustreml�� ε→ 0, prihodim k (3.6.3) s posto�nnoi 2c.

Itak, moжno sqitatь, qto n = 1, i kak my otmetili, svoistvo

c) vleqet (3.6.7), sledovatelьno a) i b), sledovatelьno e) ((3.6.2)

na mnoжestvah A = (−∞, a] ∩ Z prevrawaets� v (3.6.5)). Znaqit,

ostaets� dokazatь зkvivalentnostь svoistv c) − f). Svoistva c)

i d) oqevidnym obrazom vlekut e): nuжno primenitь (3.6.3) i

(3.6.4) k indikatornym funkci�m g = 1(−∞,a]∩Z. Takim obrazom,

nuжno ustanovitь lixь dve implikacii e) ⇒ f) ⇒ c) & d).

Naqnem s nekotoryh prigotovlenii.

Lemma 3.6.1. Esli x ≤ z ≤ y, to

Fν(y)− Fν(x)

Fν(z) (1− Fν(z))
≤ 2

(

ey−x − 1
)

.

Dokazatelьstvo. Oqevidno, dostatoqno rassmotretь sluqai

z = x i z = y. Oba зti sluqa� зkvivalentny, tak kak mera ν sim-

metriqna otnositelьno 0, i moжno sqitatь, qto z = x. Napom-

nim, qto Fν(u) =
1

2
eu pri u ≤ 0 i Fν(u) = 1 − 1

2
e−u pri u ≥ 0.

Poloжim h = y − x. Esli 0 ≤ x ≤ y, to

Fν(y)− Fν(x)

Fν(x) (1− Fν(x))
=

1− e−h

Fν(x)
≤ 2(1 − e−h) ≤ 2(eh − 1).

Esli x ≤ y ≤ 0, to

Fν(y)− Fν(x)

Fν(x) (1− Fν(x))
=

eh − 1

1− Fν(x)
≤ 2(eh − 1).

Nakonec, esli x ≤ 0 ≤ y, to

Fν(y)− Fν(x)

Fν(x) (1− Fν(x))
=

2e−x − e−2x−h − 1

1− Fν(x)
≤ 2(2e−x−e−2x−h−1) ≤ 2(eh−1),
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tak kak poslednee neravenstvo svodits� k 2 ≤ ex+h + e−(x+h).

Teperь my pokaжem, qto svoistvo e) vleqet svoistvo f). Dl�

priloжenii k bolee obwim neravenstvam, dokaжem na samom dele

bolee obwee utverжdenie (niжe implikacii e) ⇒ f) sootvet-

stvuet parametr h0 = 1: v зtom sluqae (3.6.8) prevrawaets� v

(3.6.5)).

Lemma 3.6.2. Pustь µ – vero�tnostna� mera na pr�moi R.

Pustь c > 0 i h0 > 0 takovy, qto dl� vseh a ∈ R

Fµ(a) − Fµ(a − h0) ≥ c Fµ(a) (1 − Fµ(a)). (3.6.8)

Togda, supx∈R [Uµ(x+ h) − Uµ(x)] ≤ h0 pri h = log(1 + c/2).

Dokazatelьstvo. Opredelim funkci� U−1
µ : R → [−∞,+∞],

ishod� iz toжdestva

{t : Uµ(t) ≤ a} = (−∞, U−1
µ (a)], a ∈ R,

ili �vno U−1
µ (a) = F−1

ν (Fµ(a)) (qto ravnosilьno v silu nepre-

ryvnosti Uµ sleva). Ots�da Fµ(a) = Fν(U−1
µ (a)) dl� vseh a ∈ R.

V qastnosti, pri x = U−1
µ (a − h0), z = y = U−1

µ (a), (3.6.8) primet

vid

Fν(y) − Fν(x) ≥ c Fν(z) (1 − Fν(z)).

V silu lemmy 3.6.1, c ≤ 2 (ey−x − 1) pri uslovii, qto x i y ko-

neqny. V l�bom sluqae y ≥ x+ log
(

1 +
c

2

)

, to estь,

U−1
µ (a) ≥ U−1

µ (a − h0) + log
(

1 +
c

2

)

(3.6.9)

dl� vseh a ∈ R. Tak kak, po opredeleni� U−1
µ ,

(−∞, x] ⊂ {t : Uµ(t) ≤ Uµ(x)} = (−∞, U−1
µ (Uµ(x))],

spravedlivo neravenstvo U−1
µ (Uµ(x)) ≥ x, x ∈ R. Poзtomu, pod-

stavl�� v (3.6.9) a = Uµ(x) + h0, poluqaem pri h = log(1 +
c

2
):

U−1
µ (Uµ(x) + h0) ≥ U−1

µ (Uµ(x)) + h ≥ x+ h.
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Snova v silu opredeleni� U−1
µ , imeem Uµ(U−1

µ (a)) ≤ a dl� vseh

a ∈ R, gde, esli neobhodimo, sleduet ponimatь znaqeni� Uµ(−∞)

i Uµ(+∞) v obyqnom (predelьnom) smysle. Takim obrazom,

Uµ(x+ h) ≤ Uµ(U−1
µ (Uµ(x) + h0)) ≤ Uµ(x) + h0,

i sledovatelьno supx∈R [Uµ(x+ h) − Uµ(x)] ≤ h0. Зto dokazyvaet

lemmu 3.6.2.

Qtoby pristupitь ko vtoroi qasti f) ⇒ c) & d), nam potrebu-

�ts� nekotorye svoistva mery ν.

Lemma 3.6.3. Dl� l�boi neotricatelьnoi izmerimoi funkcii

g na R i vseh h ∈ R

e−|h|
Eνg(x) ≤ Eνg(x+ h) ≤ e|h| Eνg(x), (3.6.10)

e−2|h| Varν g(x) ≤ Varν g(x+ h) ≤ e2|h| Varν g(x). (3.6.11)

Dokazatelьstvo. Plotnostь fν mery ν udovletvor�et neraven-

stvu fν(x+ h)/fν(x) ≤ e|h|.

Lemma 3.6.4. Dl� vseh a ∈ R i h > 0 suwestvuet c = c(a, h) > 0,

takoe qto dl� l�boi neubyva�wei funkcii g na R s g(a) = 0

cEνg(x)2 ≤ Eν

[

(g(x) − g(x− h))21{x>a} + (g(x+ h) − g(x))21{x≤a−h}
]

.

Dokazatelьstvo. V silu (3.6.10), c(a, h) ≤ e−2|a|c(0, h), tak qto

dostatoqno rassmotretь sluqai a = 0. Snaqala pokaжem, qto

dl� l�boi neubyva�wei funkcii g na R, takoi qto g ≡ 0 na

(−∞, 0],

Eνg(x+ h) ≥ (2 − e−h)Eνg(x). (3.6.12)

Зto neravenstvo lineino po g, poзtomu dostatoqno ego proveritь

na indikatornyh funkci�h g = 1(a,+∞), a ≥ 0 (tak kak l�ba� ne-

ubyva�wa�, nepreryvna� sleva funkci�, isqeza�wa� na (−∞, 0],
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moжet bytь predstavlena v vide smesi takih indikatorov). Dl�

g = 1(a,+∞) (3.6.12) prinimaet vid

1 − Fν(a − h) ≥ (2 − e−h) (1 − Fν(a)), a, h ≥ 0.

Esli a ≥ h ≥ 0, зto prosto eh + e−h ≥ 2. Esli жe 0 ≤ a ≤ h, ono

zapixets� kak

1 − 1

2
ea−h ≥ 1

2
(2 − e−h) e−a,

qto toжe oqevidno (s ravenstvom pri a = 0).

Zapixem teperь (3.6.12) v vide

(1 − e−h)Eνg(x) ≤ Eν(g(x + h) − g(x)). (3.6.13)

Poskolьku g ≡ 0 na (−∞, 0], (3.6.13) moжno takжe primenitь k

g2: v silu neravenstva Koxi-Bun�kovskogo i (3.6.10),

(1 − e−h) ‖g‖22 = (1 − e−h)Eνg(x)2

≤ Eν(g(x+ h) − g(x)) (g(x + h) + g(x))

≤ ‖g(x+ h) − g(x)‖2 ‖g(x+ h) + g(x)‖2
≤ ‖g(x+ h) − g(x)‖2

(

eh/2‖g‖2 + ‖g‖2
)

,

gde ‖ · ‖2 oboznaqaet normu v L2(ν). Sledovatelьno

(

1− e−h

1 + eh/2

)2

Eνg(x)2 ≤ Eν(g(x+ h) − g(x))2.

Snova v silu (3.6.10), i tak kak g(x) − g(x − h) = 0 pri x ≤ 0,

imeem

c(h)Eνg(x)2 ≤ Eν(g(x) − g(x− h))21{x>0}, (3.6.14)

gde c(h) = e−h
( 1− e−h

1 + eh/2

)2
. Itak, (3.6.14) spravedlivo dl� l�boi

neubyva�wei funkcii g na R, takoi qto g ≡ 0 na (−∞, 0]. V
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silu simmetriqnosti ν, dl� l�boi neubyva�wei funkcii g na

R, takoi qto g ≡ 0 na [0,+∞), imeem

c(h)Eνg(x)2 ≤ Eν(g(x+ h) − g(x))21{x<0}. (3.6.15)

Rassmotrim teperь proizvolьnu� neubyva�wu� funkci� g na R

s usloviem g(0) = 0. Vvedem funkcii g0 = g 1(−∞,0], g1 = g 1[0,+∞).

Primen�� (3.6.14) k g1, a (3.6.15) k g0, skladyva� зti neravenstva

i zameqa�, qto dl� vseh x ∈ R

g1(x+ h) − g1(x) ≤ g(x+ h) − g(x),

g0(x) − g0(x− h) ≤ g(x) − g(x− h),

poluqaem

c(h)Eνg(x)2 ≤ Eν(g(x)−g(x−h))21{x>0} +Eν(g(x+h)−g(x))21{x<0}.

Snova v silu (3.6.10),

Eν(g(x + h) − g(x))21{−h<x<0} ≤ ehEν(g(x) − g(x− h))21{0<x<h}

≤ ehEν(g(x) − g(x− h))21{x>0},

sledovatelьno

c(h)Eνg(x)2 ≤ (1 + eh)Eν(g(x) − g(x− h))21{x>0}

+ Eν(g(x+ h) − g(x))21{x≤−h}.

Prihodim k trebuemomu utverжdeni� s c(0, h) = c(h)/(1 + eh).

Lemma 3.6.4 dokazana.

Lemma 3.6.5. Dl� l�byh vewestvennyh a > b suwestvuet po-

sto�nna� c = c(a, b) > 0, taka� qto dl� l�boi neubyva�wei funk-

cii g na R

c Varν(g(x)) ≤ Eν(g(x + a) − g(x+ b))2.
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Dokazatelьstvo. V silu (3.6.11) dostatoqno rassmotretь slu-

qai a = h > 0, b = −h, predpolaga� pri зtom, qto g(0) = 0.

My poluqim trebuemoe utverжdenie, esli primenim lemmu 3.5.4

pri a = 0 i zametim, qto g(x) − g(x − h) ≤ g(x + h) − g(x − h),

g(x+ h) − g(x) ≤ g(x+ h) − g(x− h).

Teperь my moжem sdelatь poslednii xag dl� dokazatelьstva

teoremy 3.6.1.

Lemma 3.6.6. Svoistvo f) vleqet c) i d).

Dokazatelьstvo. Pustь h > 0 takoe, qto Uµ(x + h) ≤ Uµ(x) + 1

pri vseh x ∈ R. Pustь g – neubyva�wa� funkci� na Z. Primen��

lemmu 3.6.5 pri a = h i b = 0 k funkcii g(Uµ), poluqaem

c Varµ(g(y)) = c Varν(g(Uµ(x)))

≤ Eν(g(Uµ(x+ h)) − g(Uµ(x)))2

≤ Eν(g(Uµ(x) + 1) − g(Uµ(x)))2

= Eµ(g(y + 1) − g(y))2,

to estь, c Varµ(g) ≤ Eµ|∆g|2, i (3.6.4) takim obrazom dokazano v

predpoloжenii monotonnosti g.

V dalьneixem moжno predpolagatь, qto mera µ ne sosredo-

toqena v odnoi toqke. Pustь dl� opredelennosti p = µ({0}) > 0

i p1 = µ({1}) > 0. Togda, pri (dopolnitelьnom k monotonnosti)

uslovii g(0) = 0 po neravenstvu Koxi-Bun�kovskogo

(Eµg)2 = (Eµg 1{x6=0})2 ≤ (1 − p)Eµg
2.

Sledovatelьno Varµ(g) ≥ pEµg
2. Kak sledstvie, dl� monotonnyh

g, takih qto g(0) = 0, imeem

cpEµg(y)2 ≤ Eµ|∆g(y)|2. (3.6.16)
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Na samom dele, qtoby dvigatьs� dalьxe i dokazyvatь (3.6.16)

dl� operatora M, nam ponadobits� pri teh жe uslovi�h ewe

odno neravenstvo. Pustь a ∈ R – maksimalьnyi korenь urav-

neni� Uµ(a) = 0 (takoe znaqenie a suwestvuet, tak kak funkci� Uµ

nepreryvna sleva i µ([1,+∞)) > 0). Togda dl� vseh x > a imeem

y = Uµ(x) ≥ 1, v to vrem� kak dl� x ≤ a − h imeem y = Uµ(x) ≤ 0.

Primen�� lemmu 3.6.4 pri зtih znaqeni�h a i h k funkcii g(Uµ)

i zameqa�, qto g(Uµ(a)) = g(0) = 0 (tak qto vse uslovi� lemmy

vypolneny), poluqaem s pomowь� teh жe samyh rassuжdenii ne-

ravenstvo

cEµg(y)2 ≤ Eµ|∆g(y − 1)|21{y≥1} + Eµ|∆g(y)|21{y≤0}, (3.6.17)

gde c = c(a, h) – posto�nna� iz lemmy 3.6.4. Vtoroe matematiqes-

koe oжidanie sprava soderжit slagaemoe |∆g(0)|2p, qto moжet

bytь oceneno sverhu vyraжeniem
p

p1
Eµ|∆g(y− 1)|21{y≥1}. Takim

obrazom, poluqaem s uqetom (3.6.17), qto

c1Eµg(y)2 ≤ Eµ|∆g(y − 1)|21{y≥1} + Eµ|∆g(y)|21{y≤−1} (3.6.18)

s posto�nnoi c1 = c/(1 +
p

p1
). Kak rezulьtat, (3.6.18) vypolneno,

takжe kak i (3.6.16), v klasse vseh monotonnyh funkcii g na Z

pri uslovii g(0) = 0.

Rasprostranim teperь (3.6.16) i (3.6.18) na proizvolьnye fun-

kcii g s usloviem g(0) = 0. Opredelim funkci� g∗ sledu�wim

obrazom. Poloжim g∗(0) = 0 i

g∗(y) =

y
∑

i=1

|g(i) − g(i − 1)|, pri y ≥ 1,

g∗(y) = −
−1
∑

i=y

|g(i) − g(i + 1)|, pri y ≤ −1.

Togda dl� vseh y ∈ Z |g∗(y)| ≥ |g(y)| i

g∗(y + 1) − g∗(y) = |g(y + 1) − g(y)|.
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Tak kak g∗ ne ubyvaet i g(0) = 0, v silu (3.6.16),

cpEµg(y)2 ≤ cpEµg
∗(y)2 ≤ Eµ|∆g∗(y)|2 = Eµ|∆g(y)|2.

Po tem жe samym priqinam g udovletvor�et i (3.6.18). Kak sled-

stvie, cp Varµ(g) ≤ Eµ|∆g|2, i tak kak uslovie g(0) = 0 ne umal�et

obwnosti v (3.6.4), svoistvo d) dokazano v obwem sluqae.

Nakonec, my moжem dokazatь (3.6.3) i znaqit svoistvo c), opi-

ra�sь na (3.6.18). Takжe, kak i dl� operatora ∆, nuжno pokazatь,

qto cEµg
2 ≤ Eµ|M g|2 dl� nekotoroi posto�nnoi c > 0, ne zavis�-

wei ot g, pri uslovii g(0) = 0. Snaqala zametim, qto

|∆g(y)|2 ≤ 2(M g(y))2 + 2(M g(y + 1))2

dl� vseh y ∈ Z. Sledovatelьno, v silu (3.6.18),

1

2
c1 Varµ(g) ≤ 1

2
c1 Eµg(y)2

≤ Eµ

[

(M g(y))21{y≥1} + (M g(y − 1))21{y≥1}
]

+ Eµ

[

(M g(y))21{y≤−1} + (M g(y + 1))21{y≤−1}
]

.

Poзtomu dostatoqno pokazatь, qto neravenstva

Eµ(M g(y − 1))21{y≥1} ≤ αEµ(M g(y))21{y≥0},
(3.6.19)

Eµ(M g(y + 1))21{y≤−1} ≤ βEµ(M g(y))21{y≤0}
(3.6.20)

vypoln��ts� dl� nekotoryh posto�nnyh α i β, ne zavis�wih

ot g. Na samom dele, (3.6.19)–(3.6.20) spravedlivy dl� l�byh

neotricatelьnyh funkcii V i, v qastnosti, dl� V = (M g)2.

Deistvitelьno, teperь my moжem vospolьzovatьs� neravenstvom

(3.6.5) (poskolьku svoistvo e) sleduet iz d), a d) uжe dokazano).

V qastnosti, dl� vseh y ≥ 0 celyh

µ({y}) ≥ c Fµ(y) (1 − Fµ(y)) ≥ c Fµ(0)µ({y + 1}).
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Sledovatelьno

EµV (y − 1) 1{y≥1} =

∞
∑

y=0

V (y)µ({y + 1}) ≤ 1

c Fµ(0)
EµV (y) 1{y≥0}.

Зto dokazyvaet (3.6.19). Analogiqno dl� y ≤ −1

µ({y}) ≥ c Fµ(y) (1 − Fµ(y)) ≥ c µ({y − 1}) (1 − Fµ(−1)).

Sledovatelьno

EµV (y + 1) 1{y≤−2} =
−1
∑

y=−∞
V (y)µ({y − 1})

≤ 1

c (1− Fµ(−1))
EµV (y) 1{y≤−1}.

Krome togo,

EµV (y + 1) 1{y=−1} = V (0)µ({−1}) ≤ 1

p
EµV (y) 1{y=0}.

Tak kak Fµ(0) ≥ p > 0 i 1 − Fµ(−1) ≥ p > 0, prihodim k (3.6.20),

skladyva� poluqennye neravenstva. Lemma 3.6.6 i s nei teorema

3.6.1 teperь dokazany.
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§ 3.7. Primeqani�

Rezulьtaty §§ 3.1 i 3.2 osnovany na rabote [74], a §§ 3.3–3.6 –

na rabote [75].

Osnovnym motivom k teoreme 3.2.1 posluжila statь� Talag-

rana [216] (utoqneni� teoremy 1.1 зtoi raboty posv�wen § 3.5).
Kak uжe otmeqalosь, v kaqestve funkcionalьnoi formy dl� ne-

ravenstv vida (3.5.2) Talagran rassmatrival neravenstva dl�

dispersii funkcii g na diskretnom kube vida

c I(Var g) ≤ EM g, 0 ≤ g ≤ 1. (3.7.1)

Pri nekotoryh ograniqeni�h na funkci� I takie neravenstva

mogut obobweny s dvuhtoqeqnogo prostranstva {0, 1} na ”mnogo-

mernyi” diskretnyi kub {0, 1}n. Pri зtom posto�nna� c uhud-

xits�, no ostanets� ne zavis�wei ot ”razmernosti” n. V зtom

smysle (3.7.1) vedet seb� huжe po sravneni� s (3.5.5), i vr�d

li moжno vyvesti gaussovskoe izoperimetriqeskoe neravenstvo

na osnove diskretnogo neravenstva vida (3.7.1). Krome togo,

pri mnogomernom obobwenii (3.7.1), po-vidimomu, proishodit

uhudxenie v zavisimosti posto�nnoi c ot parametra p.

V svo� oqeredь, motivom dl� [216] posluжila teorema Mar-

gulisa o svoistve ”threshold phenomenon”. Blizkim voprosam,

sv�zannym s ocenivaniem veliqin (t.n. ”influences”) P (Ai), gde

Ai = {x ∈ A : si(x) /∈ A}, posv�weny dve drugie raboty Ta-

lagrana [218], [223] (sm. takжe Kan, Kalai i Linial [157] i

dr. raboty: [92], [93], [132]). V [218] byli dokazany disk-

retnye neravenstva izoperimetriqeskogo tipa, blizkie k loga-

rifmiqeskomu neravenstvu Grossa na diskretnom kube, priqem

osnovnoi xag sosto�l v poluqenii neravenstv tipa Hinqina–

Kahana ‖Q‖α ≤ c ‖Q‖β (pri α > β = 2) dl� polinomov Q ot (ne-
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simmetriqno raspredelennyh) nezavisimyh bernullievskih ve-

liqin. Kogda Q – norma, takie neravenstva intensivno issle-

dovalisь mnogimi avtorami, v qastnosti, na osnove izoperimet-

riqeskih neravenstv. V klasse жe polinomov neravenstva tipa

Hinqina–Kahana issledovany lixь po otnoxeni� k nekotorym

raspredeleni�m, kak to: ravnomernoe raspredelenie na vypuk-

lom mnoжestve v evklidovom prostranstve (Burgan [91]), nor-

malьnoe i gamma-raspredelenie (Prohorov [32], [33], sm. takжe

[77]).

Pustь P = µn
p – prodakt-mera na {0, 1}n. Dl� A⊂{0, 1}n ras-

smotrim mnoжestvo ∂+A = ∂A∩A, sosto�wee iz graniqnyh toqek

s ”vnutrennei” storony. Tak kak hA ≤ n 1∂A, neravenstva (3.3.2)

i (3.5.2) vlekut ocenki

P (∂A) ≥ 1√
2npq

I(P (A)), (3.7.2)

P (∂+A) ≥ cp√
n
I(P (A)), cp =

K0
√

log(1/pq)
, (3.7.3)

gde I – gaussovska� izoperimetriqeska� funkci�, i K0 – abso-

l�tna� posto�nna�. Prava� qastь v (3.7.2) imeet pravilьnyi

por�dok po pare peremennyh (p, P (A)), qto pokazyvaet uжe pri-

mer mnoжestv vida An ={Sn≤k}, k = [np+ a
√
npq ]: v зtom sluqae

√
npq P (∂An) → 2ϕ(a) i I(P (An)) → ϕ(a) pri n → ∞. Primer

takih mnoжestv ukazyvaet i na pravilьnyi por�dok v zavisi-

mosti pravoi qasti (3.7.3) ot I(P (A)), i krome togo, ukazan-

na� posto�nna� cp toжe me moжet bytь uluqxena s toqnostь� do

absol�tnogo mnoжitel�, qto moжno proveritь na mnoжestvah

{Sn = 0} i {Sn = 1}.
Mnoжiteli pered I(P (A)) v (3.7.2)–(3.7.3) kak funkcii pa-

rametra p po-raznomu vedut seb� pri p → 0 (i, kak sledstvie,

(3.7.2), v otliqie ot (3.7.3), dopuskaet puassonovskii analog).

Odnako, esli otvleqьs� ot parametra p, to, koneqno, (3.7.3) –

bolee silьnoe neravenstvo, tak kak mnoжestvo ∂+A moжet bytь
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suwestvenno menьxe, qem ∂A. Vpervye neravenstvo vida (3.7.3)

bylo poluqeno v 1974 g. Margulisom [23] (kak sledstvie ego

teoremy), pravda, dl� funkcii I(t) = t(1 − t). V 1976 g. Alьs-

vede, Gaks i Kerner [51] dokazali takoe neravenstvo uжe dl�

gaussovskoi izoperimetriqeskoi funkcii I s posto�nnoi cp =
min(p, q)

3
√

log(1/min(p, q))
(gde q = 1 − p) (imi byl, povidimomu, vpervye

ispolьzovan tot fakt, qto I udovletvor�et differencialьnomu

uravneni� I ′′I = −1; sm. takжe Alьsvede i Katona [52]). Sle-

du�wee uluqxenie bylo sdelano Talagranom, dokazavxim bolee

silьnoe neravenstvo (3.5.2) s posto�nnoi cp = K0
√
pq.

Skazannoe, koneqno, ne otnosits� k kanoniqeskomu sluqa� p =
1

2
, dl� kotorogo (3.7.3) – pr�moe sledstvie teoremy Harpera

[147], kotora� daet opisanie зkstremalьnyh mnoжestv, minimi-

ziru�wih P (∂+A) pri fiksirovannom znaqenii P (A) = t (teo-

rema Harpera byla pereotkryta Katonoi [158], sm. takжe [131],

[229]). Odnako, pri p 6= 1

2
zadaqa ob зkstremalьnyh mnoжestvah

do sih por ostaets� nerexennoi (v зtom obwem sluqae uslovie

P (A) = t sleduet zamenitь na uslovie P (A) ≥ t). Tem ne me-

nee, zadaqa o koncentracii prodakt-mer P = µ1 × · · · × µn na

diskretnom kube i, bolee obwo, na R
n po otnoxeni� k metrike ℓ1

(t.e., rassto�ni� Hamminga v sluqae diskretnogo kuba) horoxo

izuqena. V qastnosti, izvestno takoe neravenstvo dl� prodakt-

mer P na {0, 1}n ([216]):

P (Ah) ≥ 1 − 1

P (A)
e−h2/n, h ≥ 0. (3.7.4)

Pri p =
1

2
s toqnostь� do absol�tnoi posto�nnoi v зksponente,

зto neravenstvo oqenь blizko k toqnomu izoperimetriqeskomu

neravenstvu, sootvetstvu�wemu teoreme Harpera (odnako, do

sih por neizvestno, spravedlivo li neravenstvo 1 − P (Ah) ≤
c e−2h2/n pri p 6= 1

2
, P (A) ≥ 1

2
dl� nekotoroi absol�tnoi po-

sto�nnoi c). Esli ne trebovatь, qtoby marginalьnye raspre-
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deleni� µi byli sosredotoqeny na {0, 1}, to neravenstvo tipa

(3.7.4) ne moжet vypoln�tьs�, i moжno oжidatь l�boe pove-

denie P (Ah). Tem ne menee, moжno kontrolirovatь povedenie

P (Ah), naprimer, v terminah dispersii σ2(P ) =
∑n

i=1 Var(µi).

Imenno, spravedlivo takoe utverжdenie, dokazannoe v [79]: dl�

vseh h > 0, σ > 0 i p ∈ (0, 1)

inf
σ2(P )=σ2

inf
P (A)≥p

P (Ah) =











p, esli h ≤ σ
√
pq

1 − pσ2

ph2 − σ2
, esli h ≥ σ

√
pq

(ravenstvo vozmoжno uжe v sluqae n= 1, priqem зkstremalьny-

mi pri h >
σ

√
pq

okazyva�ts� mery, nositelь kotoryh sostoit

iz treh toqek).

Blizkoi po duhu k izoperimetriqeskoi zadaqe na diskretnom

kube �vl�ets� zadaqa ob ocenivanii snizu funkcionala

LA =

∫

hA dP

v terminah P (A). Pri p =
1

2
LA s toqnostь� do mnoжitel�

2−n−1 predstavl�et soboi qislo graniqnyh reber A (to estь,

qislo takih par (x, y), qto x ∈ A, y /∈ A, i xi = yi dl� vseh i ≤ n

za iskl�qeniem odnogo znaqeni�). V зtom sluqae mnoжestva, mi-

nimiziru�wie LA pri fiksirovannom znaqenii P (A) = t, byli

opisany v 1964 g. Harperom [146] i Lindsi [182]. Ih rezulь-

taty neodnokratno pereotkryvalisь i obobwalisь [67], [118],

[119], [161], [148], [86]. Istori� voprosa opisana v rabote Alьs-

vede i Ka� [53], sm. takжe [50]. Зkstremalьnymi v зtoi zadaqe

okazyva�ts� mnoжestva, sosto�wie iz pervyh 2nt toqek disk-

retnogo kuba, esli raspoloжitь ego зlementy v leksikografi-

qeskom por�dke. V qastnosti, pri t = 2k−n зto budut ”podkuby”

{0, 1}k × {0}n−k, i znaqit pri takih t spravedlivo neravenstvo

LA ≥ −2 P (A) log2 P (A) (3.7.5)
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(s ravenstvom na podkubah). Na samom dele, зto neravenstvo

imeet mesto dl� vseh t (to estь, dl� vseh A), qto legko obnaru-

жitь, esli zapisatь (3.7.5) v funkcionalьnoi forme

E|∇g|2 ≥ 2 Ent(g2), (3.7.6)

gde g – proizvolьna� funkci� na {0, 1}n so znaqeni�mi v {0, 1}
(zdesь |∇g| oboznaqaet modulь diskretnogo gradienta, i Ent(g2)=

Eg2 log2 g
2 − Eg2 log2Eg

2). Pri n = 1 зto neravenstvo oqevidno,

sledovatelьno ono verno pri vseh n v silu izvestnogo svoistva

additivnosti зntropii (pravda, pri P (A) 6= 2k−n (3.7.6) uжe ne

neset v sebe informaci� ob зkstremalьnyh mnoжestvah). Esli

v (3.7.6) log2 (v opredelenii зntropii) zamenitь na naturalьnyi

logarifm, to ono stanet s toqnostь� do mnoжitel� pered Ent(g2)

slabee, no budet spravedlivym uжe dl� vseh funkcii g na disk-

retnom kube. Takoe logarifmiqeskoe neravensvo tipa Soboleva

bylo otkryto Bonami [87] v 1970 g. i pereotkryto Grossom [138]

v 1975 g., sv�zavxim (3.7.6) s gaussovskim logarifmiqeskim ne-

ravenstvom.

Diskretnye neravenstva tipa Puankare izuqalisь v osnovnom

v kontekste teorii koneqnyh grafov po otnoxeni� k ravnomer-

nomu raspredeleni� (na mnoжestve verxin). Sm., napr., rabotu

Alona i Milьmana [57], gde poluqeno neravenstvo dl� koncen-

tracii mery v terminah λ1 (”diskretna�” versi� neravenstva

Gromova–Milьmana (0.29)). Vero�tnostnye mery µ na Z, udov-

letvor��wie dl� vseh funkcii g na Z neravenstvu

Var(g) ≤ C E|g(x + 1) − g(x)|2 (3.7.7)

pri nekotorom (koneqnom) C, byli opisany Lu [184]. Imenno,

poloжim p(x) = µ({x}), F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ Z. Togda, soglas-

no [184], (3.7.7) зkvivalentno tomu, qto dl� nekotorogo c > 0

lineinoe raznostnoe uravnenie

∆g(x− 1) p(x− 1) − (∆g(x) + cg(x)) p(x) = 0
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imeet strogo monotonnoe rexenie g, takoe qto E|g| < +∞ (gde

∆g(x) = g(x+ 1) − g(x)). Takoe opisanie poqti identiqno harak-

terizacii mer, poluqennoi Qenom i Lu [111] dl� obyqnyh ”ne-

preryvnyh” neravenstv tipa Puankare. Vidimo rekursivno re-

xa� зto raznostnoe uravnenie (ottalkiva�sь ot nekotoroi toq-

ki x0 ∈ supp(µ)), Lu dokazyvaet, qto (3.7.7) ravnosilьno takomu

svoistvu:

sup
x≥x0

(1 − F (x))

x
∑

k=x0

1

p(k)
< +∞, sup

x≤x0−1
F (x)

x0−1
∑

k=x

1

p(k)
< +∞.

Netrudno videtь, qto зti uslovi� vlekut bolee prostoe soot-

noxenie (3.6.5) iz teoremy 3.6.1, no obratnoe utverжdenie ne

kaжets� nam oqevidnym.

Nakonec otmetim, qto teorema 3.1.3 o harakterizacii gaussov-

skih mer qerez izoperimetriqeskoe svoistvo poluprostranstv

byla vyskazana bez dokazatelьstva v [71] i dokazana v [8]. Doka-

zatelьstvo зtoi teoremy moжno uprostitь, ne rassmatriva� od-

nomernyi sluqai, vlekuwii koneqnostь зksponencialьnogo mo-

menta, esli iz neravenstva

P

{

ξ + η√
2

< h
}

≥ P {ξ < h}, h > 0,

izvleqь gaussovostь (nezavisimyh, simmeriqno i odinakovo ras-

predelennyh) s.v. ξ i η bez kakih-libo momentnyh predpoloжe-

nii. Takoe utverжdenie bylo nedavno dokazano Kvapenem, Pusi-

ei i Xahermaerom [167], a takжe Olexkeviqem i Pusiei [197].
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GLAVA IV. IZOPERIMETRIQESKIE KONSTANTY,

NERAVENSTVA TIPA PUANKARE I

LOGARIFMIQESKIE NERAVENSTVA

TIPA SOBOLEVA

§ 4.1. Obobwenie teoremy Qigera na prostranstva Orliqa

Pustь (M,ρ, µ) – metriqeskoe prostranstvo, snabжennoe (bo-

relevskoi) vero�tnostnoi meroi µ. Naxei bliжaixei celь� bu-

det poluqenie ”nepreryvnyh” analogov teoremy 3.5.2 dl� pro-

dakt-mer P = µn v prostranstve Mn po otnoxeni� k metrike

evklidovogo tipa ρ2. V kaqestve bazovogo u nas budet vystupatь

izoperimetriqeskoe neravenstvo v M vida

µ+(A) ≥ c min{µ(A), 1 − µ(A)}, A ⊂M. (4.1.1)

Optimalьna� posto�nna� c v (4.1.1), kotoru� my dalee oboz-

naqaem qerez Is(µ), nazyvaets� izoperimetriqeskoi konstantoi

v smysle Qigera (ili prosto izoperimetriqeskoi konstantoi).

Takim obrazom,

Is(µ) = inf
0<µ(A)<1

µ+(A)

min{µ(A), 1− µ(A)} , (4.1.2)

gde infimum berets� po vsem izmerimym (po Borel�) mnoжest-

vam A ⊂M mery 0 < µ(A) < 1. Qtoby зto opredelenie bylo kor-

rektnym (to estь, qtoby takie mnoжestva A suwestvovali), neob-

hodimo predpolagatь, qtoby mera µ ne byla delьta-meroi, t.e.,

ediniqnoi massoi v kakoi-nibudь toqke. V takom trivialьnom i

ne predstavl��wem kakogo-libo interesa sluqae sleduet polo-

жitь, soglasno (4.1.1), Is(µ) = +∞ (sqita�, qto 0 · ∞ = 0).

My hotim rasprostranitь neravenstvo (4.1.1) na mnogomer-

noe prostranstvo (Mn, µn, ρ2) s vozmoжno drugoi, odnako, ne za-
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vis�wei ot razmernosti n, posto�nnoi c. Takoe predpoloжe-

nie okazyvaets� vernym, i bolee togo, izoperimetriqeska� kon-

stanta Is(µn) moжet bytь ocenena snizu qerez Is(µ) s toqnostь�

do absol�tnogo mnoжitel� (zametim, qto posledovatelьnostь

Is(µn) – nevozrasta�wa�). Dokazatelьstvo зtogo fakta osnovano

na funkcionalьnoi forme (3.1.4) s funkciei I(t) = ct(1− t), i kak

obyqno, nam nuжno dokazatь neqto bolьxee po sravneni� s izo-

perimetriqeskim neravenstvom (4.1.1) dl� razmernosti n = 1.

Зto ”bolьxee” v dannom sluqae estь neravenstvo tipa Puankare

v prostranstve Orliqa LΨ(M,µ) s takoi poroжda�wei funkciei

�nga Ψ, kotora� vedet seb� kak |x|2 pri malyh x ∈ R i |x| pri
bolьxih x.

V kaqestve predvaritelьnogo xaga k osnovnoi teoreme, v зtom

paragrafe my dokaжem sledu�wee utverжdenie. Pustь Ψ – pro-

izvolьna� funkci� �nga, taka� qto

CΨ = sup
x>0

xΨ′(x)

Ψ(x)
< +∞,

gde Ψ′ – proizvodna� Radona–Nikodima funkcii Ψ (oqevidno, CΨ

ne zavisit ot vybora Ψ′). Napomnim, qto norma v prostranstve

LΨ(M,µ) opredel�ets� ravenstvom

‖g‖Ψ = inf {λ > 0 : EΨ (g/λ) ≤ 1}

(matematiqeskoe oжidanie ponimaets� v smysle mery µ). Pri

зtom budem sqitatь, qto ‖g‖Ψ = +∞, esli g /∈ LΨ(M,µ).

Dalee m(g) oboznaqaet medianu funkcii g na M . Pri зtih

predpoloжeni�h i oboznaqeni�h spravedliva

Teorema 4.1.1. Pustь Is(µ) > 0. Togda dl� l�boi funkcii g

na M , ime�wei koneqnu� lipxicevu konstantu na vseh xarah v

M i takoi qto m(g) = 0,

‖g‖Ψ ≤ CΨ

Is(µ)
‖∇g‖Ψ, (4.1.3)
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EΨ(g) ≤ EΨ
( CΨ

Is(µ)
|∇g|

)

. (4.1.4)

V tom sluqae, kogda Ψ(x) = |x|2, imeem CΨ = 2, i tak kak vsegda

E|g −Eg|2 ≤ E|g −m(g)|2, poluqaem sledu�wee

Sledstvie 4.1.1. Pustь Is(µ) > 0. Nailuqxa� posto�nna� λ1 v

neravenstve

λ1E|g − Eg|2 ≤ E|∇g|2 (4.1.5)

(gde g ∈ L2(M,µ) – proizvolьna� funkci� na M , ime�wa� koneq-

nu� lipxicevu konstantu na vseh xarah) udovletvor�et soot-

noxeni�

λ1 ≥ Is(µ)

4
. (4.1.6)

Зto sootnoxenie – tak nazyvaemoe neravenstvo Qigera, doka-

zannoe Qigerom v kontekste rimanovoi geometrii [108]. Na kom-

paktnyh rimanovyh mnogoobrazi�h neravenstvo tipa Puankare

(4.1.5) (po otnoxeni� k rimanovoi metrike i normalizovannoi

mere Lebega na M) opredel�et λ1 kak pervoe netrivialьnoe sob-

stvennoe qislo operatora Laplasa. Зto neravenstvo, odnako,

imeet smysl dl� proizvolьnyh metriqeskih vero�tnostnyh pro-

stranstv, pri зtom teorema Qigera ostaets� v sile. Bolee togo,

ocenka dl� λ1 ne moжet bytь uluqxena v terminah izoperimet-

riqeskoi konstanty, tak kak (4.1.6) prevrawaets� v ravenstvo

dl� raspredelenii µ na M = R, ime�wih plotnostь vida αe−αx,

x > 0 (α > 0 – parametr).

Bolee obwo, primen�� (4.1.3)–(4.1.4) k Ψ(x) = |x|p pri p ≥ 1,

poluqaem neravenstvo (toжe prinadleжawee k klassu neravenstv

tipa Puankare)

Is(µ)

p
‖g −m(g)‖p ≤ ‖∇g‖p, (4.1.7)

i snova pokazatelьnoe raspredelenie µ okazazyvaets� зkstre-

malьnym v tom smysle, qto v зtom sluqae mnoжitelь
Is(µ)

p
budet
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optimalen (qto, oqevidno, esli protestirovatь (4.1.7) na funk-

ci�h vida g(x) = etx pri t→ 1/p). Znaqit зtot mnoжitelь ne mo-

жet bytь uluqxen, esli my raspolagaem tolьko znaqeniem Is(µ).

Dokazatelьstvo teoremy Qigera i bolee obwo – neravenstva

(4.1.7) – зlementarno. Privedem ego pri p = 2. Teoremu Rothau-

za 1.6.1 moжno primenitь k funkcionalu L(g) = E|g −m(g)|. Tak

kak L(1A) = L(−1A) = min{µ(A), 1 − µ(A)}, izoperimetriqeskoe

neravenstvo (4.1.1) зkvivalentno analitiqeskomu neravenstvu

cE|g| ≤ E|∇g| (4.1.8)

v predpoloжenii, qto m(g) = 0 (to estь, neravenstvu (4.1.7) pri

p = 1 i c = Is(µ)). Predpolaga� takжe, qto µ(g = 0) = 0 (зto,

koneqno, ne umal�et obwnosti), i primen�� (4.1.8) k funkci�m

(g+)2 i (g−)2, poluqaem sootvetstvenno

cE|g|2 1{g>0} ≤ 2E|g||∇g| 1{g>0}, cE|g|2 1{g<0} ≤ 2E|g||∇g| 1{g<0}.

Skladyva� зti neravenstva, poluqaem cE|g|2 ≤ E|g||∇g|. V silu

neravenstva Koxi-Bun�kovskogo, (cE|g|2)2 ≤ 4E|g|2E|∇g|2, sle-

dovatelьno

cE|g|2 ≤ 4E|∇g|2,

i my prihodim k (4.1.7) pri c = Is(µ).

Tot fakt, qto (4.1.8) �vl�ets� funkcionalьnoi formoi dl�

(4.1.1), byl koneqno izvesten zadolgo do rezulьtata Rothauza i,

v qastnosti, зto ispolьzoval Qiger. Neposredstvenno v silu

lemmy 1.6.1 (”coarea-neravenstvo”), imeem

E |∇g| ≥
∫ +∞

−∞
µ+(g > t) dt

≥ c

∫ 0

−∞
(1 − µ(g > t)) dt + c

∫ +∞

0

µ(g > t) dt = cE|g|,

qto i dokazyvaet (4.1.8).
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Pri p 6= 2 dokazatelьstvo neravenstva (4.1.7) ne izmenits�

s toi lixь raznicei, qto nuжno budet ispolьzovatь neraven-

stvo Gelьdera vmesto neravenstva Koxi-Bun�kovskogo. V ob-

wem жe sluqae, qtoby poluqitь (4.1.3)–(4.1.4) dl� proizvolьnyh

funkcii �nga (a nas budet v pervu� oqeredь interesovatь fun-

kci� Ψ(x) =
√

1 + x2 − 1), nam pridets� naiti sootvetstvu�wee

naxim nuжdam obobwenie neravenstva Gelьdera. Takim obob-

weniem sluжit sledu�wee utverжdenie.

Lemma 4.1.1. Pustь (M,µ) – prostranstvo s meroi, i pustь

Ψ : R → R – differenciruema� vypukla� funkci�. Pustь u i v

– izmerimye funkcii na M , takie qto
∫

M

Ψ(u) dµ ≤
∫

M

Ψ(v) dµ. (4.1.9)

Togda
∫

M

Ψ′(v)u dµ ≤
∫

M

Ψ′(v)v dµ (4.1.10)

(pri uslovii, qto integraly v (4.1.10) suwestvu�t).

Zametim, qto integraly v (4.1.9) korrektno opredeleny.

Qtoby poluqitь neravenstvo Gelьdera kak qastnyi sluqai,

moжno primenitь lemmu 4.1.1 k Ψ(x) = |x|p, u = f , v = g1/(p−1),

gde f, g ≥ 0 takovy, qto ‖f‖p = 1, ‖g‖q = 1 (q = p/(p− 1) – sopr�-

жennoe qislo). Togda v (4.1.9) my imeem ravenstvo, v to vrem�

kak (4.1.10) stanovits�
∫

M

fg dµ ≤ 1 = ‖f‖p‖g‖q.

Dokazatelьstvo lemmy (A.V.Жubr). Ne umal�� obwnosti,

budem sqitatь, qto mera µ koneqna, a funkcii u i v ograniqeny.

V silu vypuklosti Ψ, pri 0 ≤ t ≤ 1 imeem
∫

M

Ψ(tu+ (1 − t)v) dµ ≤ t

∫

M

Ψ(u) dµ + (1 − t)

∫

M

Ψ(v) dµ. (4.1.11)
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Zametim, qto (1.4.11) prevrawaets� v ravenstvo pri t = 0 (i

t = 1), i qto leva� qastь (1.4.11) predstavl�et soboi vypuklu�

funkci� po peremennoi t, v to vrem� kak prava� qastь – lineina

(toqnee, affinna). Sledovatelьno, my imeem to жe samoe nera-

venstvo dl� proizvodnyh зtih funkcii v toqke t = 0:
∫

M

Ψ′(v)(u − v) dµ ≤
∫

M

Ψ(u) dµ −
∫

M

Ψ(v) dµ.

Lemma dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 4.1.1. Snaqala dokaжem (4.1.3). Vvi-

du odnorodnosti зtogo neravenstva, moжno sqitatь qto ‖g‖Ψ = 1,

to estь, EΨ(g) = 1 (ispolьzu�, esli neobhodimo, useqeni�, uslo-

vie g ∈ LΨ(M,µ) moжet bytь vposledstvii sn�to). Ne umal��

obwnosti, moжno takжe predpolagatь, qto Ψ differenciruema

na vsei qislovoi pr�moi, i v qastnosti, Ψ′(0) = 0.

Kak i pri vyvode (4.1.7), snova vospolьzuems� neravenstvom

(4.1.8) pri c = Is(µ). Rassmotrim funkcii Ψ(g+) i Ψ(g−). Oqe-

vidno, oni ime�t koneqnu� lipxicevu konstantu na vseh xarah

v M , i m(Ψ(g+)) = m(Ψ(g−)) = 0. Sledovatelьno, k nim moжno

primenitь (4.1.8). Ocenim moduli gradientov зtih funkcii. Na

otkrytom mnoжestve {g < 0} Ψ(g+) = 0, poзtomu |∇Ψ(g+)| = 0.

Na otkrytom mnoжestve {g > 0} imeem |∇Ψ(g+)| ≤ Ψ′(|g|)|∇g|.
Nakonec, esli g(x) = 0, to neposredstvenno po opredeleni� mo-

dul� gradienta i v silu uslovi� Ψ′(0) = 0, imeem |∇Ψ(g+(x))| =

0. Takim obrazom, |∇Ψ(g+)| ≤ Ψ′(|g|)|∇g| 1{g>0}. Analogiqno

|∇Ψ(g−)| ≤ Ψ′(|g|)|∇g| 1{g<0}. S uqetom (4.1.8), poluqaem

cEΨ(g+) ≤ EΨ′(|g|)|∇g| 1{g>0},

cEΨ(g−) ≤ EΨ′(|g|)|∇g| 1{g>0}.

Skladyva� зti neravenstva, prihodim k neravenstvu

cEΨ(g) ≤ EΨ′(|g|)|∇g|. (4.1.12)
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Primenim teperь lemmu 4.1.1 k u =
|∇g|

‖∇g‖Ψ
, v = |g|. Poskolьku

EΨ(u) = EΨ(v) = 1, v silu (4.1.12) i (4.1.10),

cEΨ(g) ≤ ‖∇g‖ΨEΨ′(v)u ≤ ‖∇g‖ΨEΨ′(v)v

= ‖∇g‖ΨEΨ′(|g|)|g| ≤ CΨ‖∇g‖ΨEΨ(g).

Sledovatelьno, c ≤ CΨ‖∇g‖Ψ, i tak kak ‖g‖Ψ = 1, neravenstvo

(4.1.3) dokazano.

Qtoby poluqitь (4.1.4), ne umal�� obwnosti, moжno predpo-

loжitь, qto α = EΨ(g) < +∞. Primenim (4.1.3) k funkcii �nga

Ψα = Ψ/α. Tak kak CΨα
= CΨ i ‖g‖Ψα

= 1, imeem, soglasno (4.1.3),

‖∇g‖Ψα
≥ c

CΨ

, to estь, EΨα

( CΨ

c
|∇g|

)

≥ 1, qto i oznaqaet (4.1.4).

Teorema 4.1.1 dokazana.
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§ 4.2. Izoperimetriqeskie konstanty dl� prodakt-mer.

Mnogomernye neravenstva tipa Puankare

Teperь my moжem ustanovitь osnovnu� teoremu ob izoperi-

metriqeskih konstantah. Pustь (M,ρ) – separabelьnoe metri-

qeskoe prostranstvo, snabжennoe vero�tnostnoi meroi µ. Na-

pomnim, qto v Mn metrika ρ2 (evklidovogo tipa) opredel�ets�

ravenstvom

ρ2(x, y) =

√

n
∑

i=1

ρ(xi, yi)
2, x, y ∈Mn.

V takoi abstraktnoi situacii budem predpolagatь, qto dl� vseh

n ≥ 1 i dl� vseh lipxicevyh funkcii g na (Mn, ρ2) dl� µn-poqti

vseh x ∈Mn

|∇g(x)|2 =

n
∑

i=1

|∇xig(x)|2, (4.2.1)

gde |∇xig(x)| oznaqaet modulь gradienta funkcii xi → g(x) (znaqe-

ni� xj pri j 6= i fiksirovany). Зto uslovie zavedomo vypolneno,

kogda M = R
k – evklidovo prostranstvo, i mera µ absol�tno

nepreryvna (po otnoxeni� k mere Lebega). V sluqae M = R зto

uslovie budet pozdnee sn�to.

Teorema 4.2.1. Dl� vseh n ≥ 1

Is(µn) ≥ 1

2
√
6
Is(µ). (4.2.2)

Pri зtom dl� l�boi funkcii g : Mn → [0, 1], ime�wei koneq-

nu� lipxicevu konstantu na vseh xarah v Mn,

Var(g) ≤ K Emin
(

1

Is(µ)
|∇g|, 1

Is2(µ)
|∇g|2

)

, (4.2.3)

gde K – absol�tna� posto�nna� (moжno vz�tьK=288), a matema-

tiqeskoe oжidanie i dispersi� ponima�ts� v smysle mery µn.
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Neravenstvo (4.2.3) soderжit v sebe kak qastnye sluqai nera-

venstva tipa Puankare odnovremenno dl� L1- i L2-normy modul�

gradienta:

Var(g) ≤ K

Is(µ)
E|∇g|, (4.2.4)

Var(g) ≤ K

Is2(µ)
E|∇g|2. (4.2.5)

Priqem, esli pervoe neravenstvo – neodnorodnoe, to vtoroe –

odnorodnoe, i poзtomu uslovie 0 ≤ g ≤ 1 v (4.2.5) moжet bytь

sn�to. Napomnim, qto (4.2.4) зkvivalentno izoperimetriqesko-

mu neravenstvu

(µn)+(A) ≥ Is(µ)

K
µn(A)(1 − µn(A)), A ⊂Mn, (4.2.6)

otkuda pervoe utverжdenie teoremy 4.1.1 – neravenstvo (4.2.2) –

sleduet s hudxei, no vse ewe s absol�tnoi posto�nnoi. Napom-

nim takжe, qto odnorodnym analitiqeskim neravenstvom, зkvi-

valentnym (4.2.4) i (4.2.6) �vl�ets� neravenstvo

E|g − Eg| ≤ 2K

Is(µ)
E|∇g|. (4.2.7)

Ispolьzu� (4.2.2), neravenstva (4.2.5) i (4.2.7) moжno pred-

stavitь s toqnostь� do absol�tnyh mnoжitelei kak qastnye

sluqai bolee obwego neravenstva tipa Puankare. Pustь Ψ –

proizvolьna� funkci� �nga, taka� qto CΨ < +∞. Predpolo-

жim, qto vypolneny uslovi� teoremy 4.2.1.

Teorema 4.2.2. Dl� l�boi funkcii g na Mn, summiruemoi

po mere µn i ime�wei koneqnu� lipxicevu konstantu na vseh

xarah v Mn,

‖g −Eg‖Ψ ≤ 4
√
6CΨ

Is(µ)
‖∇g‖Ψ. (4.2.8)

Krome togo,

EΨ(g −Eg) ≤ EΨ

(

4
√
6CΨ

Is(µ)
|∇g|

)

. (4.2.9)
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Kogda Ψ(x) = |x|p, p ≥ 1, imeem CΨ = p, i (4.2.8) zapixets� kak

neravenstvo

‖g − Eg‖p ≤ 4p
√
6

Is(µ)
‖∇g‖p, (4.2.10)

priqem mnoжitelь (kak funkci� p) imeet pravilьnyi por�dok

vozrastani� pri p → ∞ (esli izvestno tolьko znaqenie Is(µ)).

Зto spravedlivo uжe v odnomernom sluqae, kogda M = R i µ –

pokazatelьnoe raspredelenie. Dl� gausovskoi mery µ = γn nera-

venstva dl� Lp-normy tipa (4.2.10) horoxo izvestny s poqti op-

timalьnoi post�nnoi por�dka
√
p (Pizьe [203]; toqnoe znaqenie

зtoi posto�nnoi izvestno lixь lixь pri p = 2). Dl� suжeni�

mery Lebega na ograniqennye oblasti neravenstva vida (4.2.10)

vpervye po�vilisь v knige Kuranta i Gilьberta [120].

Dokazatelьstvo teoremy 4.2.1. Snaqala pokaжem, qto v M

vypoln�ets� neravenstvo

I(Eg) ≤ E

√

I(g)2 + C2|∇g|2, (4.2.11)

gde g : M → [0, 1] – proizvolьna� lipxiceva funkci�,

I(t) = 4 t(1 − t) i C =
4
√
6

Is(µ)
.

Tak kak I(Eg) −EI(g) = 4 Var(g), (4.2.11) moжno zapisatь v vide

4 Var(g) ≤ E
[

√

I(g)2 + C2|∇g|2 − I(g)
]

. (4.2.12)

Poskolьku funkci� vida s→
√
s2 + u2 − s ne vozrastaet na polu-

osi s ≥ 0, i tak kak s = I(g) ≤ 1, (4.2.12) budet vytekatь iz bolee

silьnogo neravenstva

4 Var(g) ≤ E

√

1 + C2|∇g|2 − 1. (4.2.13)

Primenim teoremu 4.1.1 k funkcii �nga Ψ(x) =
√

1 + x2 − 1.

Pr�moi podsqet daet CΨ = 2, i soglasno (4.1.4), dl� l�boi lip-

xicevoi funkcii g na M

EΨ(g −m(g)) ≤ EΨ
( 2

Is(µ)
|∇g|

)

. (4.2.14)
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My imeem dopolnitelьnoe uslovie 0 ≤ g ≤ 1, tak qto |g−m(g)|≤ 1.

Ispolьzu� зlementarnoe neravenstvo 4x2 ≤
√

1 + 24x2 − 1, spra-

vedlivoe pri |x| ≤ 1, i primen�� (4.2.14) k funkcii
√

24 g, polu-

qaem

4E|g −m(g)|2 ≤ EΨ
( 4

√
6

Is(µ)
|∇g|

)

,

otkuda (4.2.13) vytekaet v silu togo, qto E|g −m(g)|2 ≥ Var(g).

Takim obrazom, (4.2.11) dokazano, i sledovatelьno, v silu

teoremy 3.1.1, зto neravenstvo vypoln�ets� i v prostranstve

(Mn, ρ2, µ
n) v klasse vseh lipxicevyh funkcii g : Mn → [0, 1].

Approksimiru� indikatornye funkcii 1A lipxicevymy (kak v

lemme 1.4.1), iz mnogomernogo varianta (4.2.11) poluqaem izo-

perimetriqeskoe neravenstvo

(µn)+(A) ≥ Is(µ)√
6
µn(A)(1 − µn(A)), A ⊂Mn. (4.2.15)

S uqetom togo, qto t(1 − t) ≥ 1

2
min{t, 1 − t}, poluqaem pervoe

utverжdenie teoremy 4.2.1.

Poskolьku my ustanovili (4.2.2), vypoln�ets� i mnogomernyi

variant neravenstva (4.2.13) s posto�nnoi

C =
4
√
6

Is(µn)
≤ 48

Is(µ)
.

Sledovatelьno, ispolьzu� pri x =
48

Is(µ)
|∇g| зlementarnoe nera-

venstvo
√

1 + x2 − 1 ≤ min{x, 1

2
x2}, poluqaem

4 Var(g) ≤ Emin
{ 48

Is(µ)
|∇g|, 482

2Is2(µ)
|∇g|2

}

,

qto vleqet (4.2.3) s K = 288. Teorema 4.1.1 dokazana.

Zameqanie 4.2.1. Teorema 4.1.1 moжet bytь legko obobwena

(s tem жe dokazatelьstvom) na proizvedenie raznyh prostranstv
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(Mi, ρi, µi)1≤i≤n. Po otnoxeni� k metrike evklidovogo tipa, esli

vypolneno uslovie (4.2.1), imeet mesto ocenka

Is(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn) ≥ 1

2
√
6

min
1≤i≤n

Is(µi).

Obratnoe neravenstvo Is(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn) ≤ min1≤i≤n Is(µi) trivi-

alьno.

Dokazatelьstvo teoremy 4.2.2.

Primenim teoremu 4.1.1 i 4.2.1 k prostranstvu (M2n, ρ2, µ
2n)

i funkcii g∗(x, y) = g(x) − g(y), x, y ∈ M . Tak kak m(g∗) = 0 (po

otnoxeni� k µ2n), imeem

‖g∗‖Ψ ≤ 2
√
6CΨ

Is(µ)
‖∇g∗‖Ψ.

Soglasno naxemu osnovnomu predpoloжeni� o module gradi-

enta,

|∇g∗(x, y)| =
√

|∇g(x)|2 + |∇g(y)|2 ≤ |∇g(x)| + |∇g(y)|

dl� µ2n-poqti vseh (x, y), sledovatelьno ‖g∗‖Ψ ≤ 2‖g‖Ψ. Takim

obrazom, dl� l�boi funkcii �nga Ψ

‖g∗‖Ψ ≤ 4
√
6CΨ

Is(µ)
‖∇g∗‖Ψ. (4.2.16)

Primen�� (4.2.16) k Ψα = Ψ/α pri α = EΨ(g∗), poluqaem

∫

Mn

∫

Mn

Ψ(g(x) − g(y)) dµn(x) dµn(y) ≤
∫

Mn

Ψ
( 4

√
6CΨ

Is(µ)
|∇g|

)

dµn.

S drugoi storony, v silu neravenstva Iensena, levye inte-

graly oceniva�ts� snizu vyraжeniem EΨ(g − Eg). Зto doka-

zyvaet (4.2.9), a ono, oqevidno, vleqet (4.2.8). Teorema 4.2.2

dokazana.
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§ 4.3. Izoperimetriqeskie konstanty dl� prodakt-mer v R
n.

Vero�tnostnye mery na pr�moi, udovletvor��wie

neravenstvam tipa Puankare

Zdesь my rassmotrim vaжnyi qastnyi sluqai v teoreme 4.2.1,

kogda M = R – vewestvenna� pr�ma� s obyqnym rassto�niem.

Pustь µ – vero�tnostna� mera na R, i µn – sootvetstvu�wa�

prodakt-mera v R
n. Uslovie (4.2.1) okazyvaets� nesuwestven-

nym v зtoi situacii, tak kak mery so svoistvom Is(µ) > 0 mogut

bytь predstavleny kak lipxicevy obrazy dvustoronnego poka-

zatelьnogo raspredeleni� ν. Napomnim, qto ν imeet plotnostь

fν(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R, i udovletvor�et izoperimetriqeskomu

neravenstvu

ν+(A) ≥ min(ν(A), 1 − ν(A)), (4.3.1)

priqem my imeem ravenstvo dl� l�byh intervalov vida A =

(−∞, x], tak qto Is(ν) = 1. V silu teoremy 4.1.1, зto neraven-

stvo s toqnost� do mnoжitel�
1

2
√
6

spravedlivo i v R
n. Takim

obrazom, izoperimetriqeska� funkci� prodakt-mery νn udovlet-

vor�et sootnoxeni�m

1

2
√
6
Iν ≤ Iνn ≤ Iν (4.3.2)

i v зtom smysle poqti ne zavisit ot razmernosti. Takoe svoist-

vo spravedlivo i dl� nekotoryh drugih mer (naprimer, dl� lo-

gistiqeskogo raspredeleni�). V sluqae gaussovskoi mery µ = γ1

voobwe net nikakoi zavisimosti ot razmernosti: Iγn = Iγ. Od-

nako, my ne moжem opisatь vse mery µ, udovletvora�wie kak i

ν neravenstvu (4.3.2) s toqnostь� do ne zavis�wego ot razmer-

nosti mnoжitel�.

Kak obyqno, oboznaqim qerez Uµ : R → R nepreryvnoe sleva

neubyva�wee otobraжenie, perevod�wee ν v µ. Po otnoxeni� k
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µn rassmotrim v R
n neravenstvo tipa Puankare dl� L1-normy

cE|g − Eg| ≤ E|∇g|, (4.3.3)

gde g – proizvolьna� summiruema� (po mere µn) nepreryvno dif-

ferenciruema� funkci� na R
n (зkvivalentno, moжno rassmatri-

vatь v (4.3.3) bolee xirokii klass lokalьno lipxicevyh fun-

kcii, esli modulь gradienta ponimaets� v smysle opredeleni�

1.4.1 dl� abstraktnyh metriqeskih prostranstv). My dokaжem

sledu�wee utoqnenie teoremy 4.2.1, v kotorom ne�vno prosle-

жivaets� opredelennoe зkstremalьnoe svoistvo mery ν.

Teorema 4.3.1. Sledu�wie utverжdeni� зkvivalentny:

1) mera µn udovletvor�et (4.3.3) s nekotoroi posto�nnoi c > 0,

ne zavis�wei ot razmernosti;

2) mera µ udovletvor�et (4.3.3) s nekotoroi posto�nnoi c > 0;

3) suwestvuet otobraжenie U : R → R s koneqnoi lipxicevoi

konstantoi, perevod�wee ν v µ;

4) Is(µ) > 0.

Pri зtom (4.3.3) vypoln�ets� s posto�nnoi c =
1

2
√
6
Is(µ), i krome

togo, Is(µn) ≥ 1

2
√
6
Is(µ) dl� vseh n = 1, 2, · · · .

Zametim, qto esli µ udovletvor�et uslovi� 3), to µ dolжna

imetь koneqnyi зksponencialьnyi moment, a esli µ udovletvo-

r�et 4), to µ dolжna imetь netrivialьnu� absol�tno nepre-

ryvnu� komponentu. Зti uslovi� i, bolee togo, samo znaqenie

Is(µ), moжno vyrazitь �vno v terminah funkcii raspredeleni�

F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ R. Poloжim

a = inf{x : F (x) > 0}, b = sup{x : F (x) < 1}.

Oboznaqim qerez f absol�tno nepreryvnu� komponentu mery µ

(po otnoxeni� k mere Lebega). Budem predpolagatь, qto µ ne

vyroжdena, to estь, qto a < b.
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Teorema 4.3.2. Ime�t mesto toжdestva:

Is(µ) = essinf
a<x<b

f(x)

min{F (x), 1− F (x)} ; (4.3.4)

Is(µ) =
1

‖Uµ‖Lip
. (4.3.5)

Oqevidno, prava� qastь (4.3.4) ne zavisit ot vybora f . Smysl

зtogo toжdestva v tom, qto pri opredelenii naimenьxego znaqe-

ni�
µ+(A)

min{µ(A), 1− µ(A)} dostatoqno rassmatrivatь tolьko inter-

valy vida A(x) = (−∞, x] dl� vseh (ili зkvivalentno – dl�

poqti vseh po mere Lebega) x ∈ R. Naprimer, esli mera µ pred-

stavl�et soboi smesь

µα = αλ + (1 − α)µ, α ∈ [0, 1],

gde λ – ravnomernoe raspredelenie na [a, b], a µ – proizvolьna�

singul�rna� mera bez atomov s nositelem v [a, b], srazu nahodim

s pomowь� (4.3.4), qto Is(µα) =
2α

b− a
.

Zametim takжe, qto Is(µ) = 0, kak tolьko essinf
a<x<b

f(x) = 0.

Neravenstvo (4.3.3) predstavl�et soboi qastnyi sluqai nera-

venstv Puankare vida

c ‖g − Eg‖p ≤ ‖∇g‖p, p ≥ 1. (4.3.6)

Klassiqeskii sluqai – kogda p = 2. V зtom sluqae, kak izvestno,

esli mera µ udovletvor�et (4.3.6), to зtomu neravenstvu udov-

letvor�et i prodakt-mera µn, priqem s toi жe samoi posto�nnoi.

V sluqae p = 1 зto ne tak – optimalьna� posto�nna� c = cn(µ)

v obwem sluqae zavisit ot razmernosti n, no vse жe, soglasno

teoreme 4.3.1, ona moжet bytь ocenena snizu qerez c1(µ) s toq-

nostь� do mnoжitel�
1

2
√
6
. Odnako, ne izvestno, spravedlivo

li takoe utverжdenie pri p 6= 1, 2.
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Drugoi vaжnyi vopros – kakie mery na R
n udovletvor��t

(4.3.6) i kak ocenitь posto�nnu� c > 0. Pri p = 2 зto nera-

venstvo – gluboko izuqenna� oblastь, osobenno, v rimanovoi ge-

ometrii (sm. �u [231], Qavel [106], Berar [66], M.F.Qen [113]).

Odnako, uжe v prosteixem sluqae, kogda my imeem delo s odno-

mernym neravenstvom

λ1 Varµ(g) ≤ Eµ|g′|2, (4.3.7)

gde µ – vero�tnostna� mera na pr�moi, i g – proizvolьna� ab-

sol�tno nepreryvna� funkci� na R (ili, зkvivalentno,– funk-

ci� klassa C∞(R) s kompaktnym nositelem), зtot vopros zani-

mal vnimanie mnogih issledovatelei. Kogda mera µ = γ1 – gaus-

sovska�, (4.3.7) spravedlivo s (optimalьnoi) posto�nnoi λ1 = 1.

Soglasno Bekneru [65], зtot fakt byl izvesten ewe v 1930 gg.

Pozdnee on mnogokratno pereotkryvals�, v qastnosti, v rabotah

Nзxa ([195], 1958 g.), Braskampa i Liba ([90], 1976 g.), Qernova

([115], 1981 g.). Sm. takжe Borovkov i Utev [10], Qen [109],

Udrз i Kagan [154]. Klaassen ([159], 1985 g.) naxel toqnoe

znaqenie konstanty λ1 dl� r�da negaussovskih raspredelenii

i dal odno neobhodimoe i blizkoe k nemu dostatoqnoe uslovie

�vno v terminah mery µ, pri kotoryh vypoln�ets� (4.3.7) pri

nekotorom λ1 > 0. V qastnosti, (4.3.7) vypoln�ets�, esli mera

µ = µλ1
imeet plotnostь

dµ(x)

dx
=

√
λ1e

−2
√
λ1 |x|, x ∈ R (λ1 > 0

sluжit parametrom masxtaba dl� dvustoronnego pokazatelьno-

go raspredeleni� ν). V зtom sluqae (4.3.7) bylo izvestno ranee

i otmeqalosь v rabote Borovkova i Uteva kak Teorema B: spra-

vedlivo neravenstvo

1

4c2
Varµ(g) ≤ Eµ|g′|2, (4.3.8)

gde µ – absol�tno nepreryvna� vero�tnostna� mera na pr�moi s

funkciei raspredeleni� F i plotnostь� f , udovletvor��wimi
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pri nekotorom x0 ∈ R sootnoxeni�m

F (x) ≤ cf(x), pri x < x0, (4.3.9)

1 − F (x) ≤ cf(x), pri x ≥ x0. (4.3.10)

V [10] takжe otmeqeno, qto v neskolьko inoi forme kak neraven-

stvo tipa Hardi (4.3.8) bylo izvestno davno ([31], [41], [19], [34],

[163]). Dobavim lixь, qto uslovi� (4.3.9)–(4.3.10) mogut bytь

nemnogo oslableny:

min{F (x), 1 − F (x)} ≤ cf(x), x ∈ R. (4.3.11)

Deistvitelьno, kak my znaem, dl� optimalьnoi posto�nnoi c v

зtom neravenstve spravedlivo c =
1

Is(µ)
= ‖Uµ‖Lip, gde Uµ –

neubyva�wee otobraжenie, perevod�wee ν v µ. Sledovatelьno,

qastnyi sluqai (4.3.8) s c =
1

4
dl� mery µ = ν vleqet (4.3.8) v

obwem sluqae pri uslovii (4.3.11) (prosto v rezulьtate prime-

neni� (4.3.8), zapisannogo dl� mery ν, k funkci�m vida g(Uµ)).

Dl� mery жe ν neravenstvo (4.3.8) vytekaet iz teoremy Qigera,

poskolьku Is(ν) = 1 (sm. sledstvie 4.1.1).

Uslovi� (4.3.11) udovletvor��t mnogie vaжnye raspredele-

ni�, v qastnosti, vse vero�tnostnye mery, sosredotoqennye na

nekotorom kompaktnom intervale i ime�wie na nem nepreryv-

nu� poloжitelьnu� plotnostь. V зtom sluqae зkstremalьna�

funkci�, minimiziru�wa� vyraжenie
Eµ(g′)2

Varµ(g)
�vl�ets� rexe-

niem sootvetstvu�wego uravneni� Xturma–Liuvill�. V rabo-

te [112] Qen i Lu issledovali situaci�, kogda µ neob�zatelьno

imeet kompaktnyi nositelь, i naxli v terminah rexeni� Xtur-

ma–Liuvill� neobhodimye i dostatoqnye uslovi�, pri kotoryh

µ udovletvor�et (4.3.7). Po priznani� Qena (sdelannomu im av-

toru letom 1996 g.), bolee 10 let v ramkah teorii vero�tnostei

predprinimalisь popytki naiti kakie-nibudь neobhodimye i

(odnovremenno) dostatoqnye uslovi�, i pri зtom, po-vidimomu,
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nezameqennoi ostavalasь odna statь� Makenhaupta [193], v koto-

roi opisyvalisь vse mery na poluosi (0,+∞), udovletvor��wie

rodstvennym neravenstvam tipa Hardi.

Privedem osnovnoi rezulьtat iz [193] (my budem ego ispolьzo-

vatь pozdnee pri opisanii vero�tnostnyh raspredelenii, udov-

letvor��wih logarifmiqeskim neravenstavam Soboleva na pr�-

moi R). Pustь µ i λ – neotricatelьnye mery na poluosi (0,+∞)

(dl� opredelennosti budem ih sqitatь koneqnymi). Rassmotrim

optimalьnu� posto�nnu� C = C(µ, λ) v neravenstve

‖g‖Lp(µ) ≤ C ‖g′‖Lp(λ), (4.3.12)

gde g – proizvolьna� nepreryvno differenciruema� funkci� na

[0,+∞), taka� qto g(0) = 0. Opredelim posto�nnu� B = Bp(µ, λ)

ravenstvom

B = sup
x>0

µ((x,+∞))1/p
(
∫ x

0

fλ(t)−q/pdt

)1/q

, q =
p

p− 1
, (4.3.13)

gde fλ – plotnostь absol�tno nepreryvnoi komponenty λ po ot-

noxeni� k mere Lebega. Po opredeleni�, B = 0, esli µ = 0.

Spravedliva

Teorema 4.3.3 ([193]). Ime�t mesto sootnoxeni�

B ≤ C ≤ p1/pq1/qB. (4.3.14)

Kogda mery µ i λ absol�tno nepreryvny (qto, v suwnosti ne

umal�et obwnosti), зti sootnoxeni� byli poluqeny, soglasno

[193], Artoloi, Talenti i Tomaselli [59], [226], [227].

Neravenstva tipa Puankare (4.3.6) mogut bytь legko svedeny

k qastnomu sluqa� (4.3.12) dl� par odinakovyh mer λ = µ. Dei-

stvitelьno, predpoloжim dl� opredelennosti, qto m(µ) = 0 (gde

m(µ) oboznaqaet medinu mery µ). Budem rassmatrivatь (4.3.12)
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takжe dl� mer na poluosi (−∞, 0) s sootvetstvu�wimi izmeneni-

�mi v opredelenii (4.3.13). Oboznaqim qerez µ+ i µ− suжeni�

µ na (0,+∞) i (−∞, 0) sootvetstvenno. V neravenstve (4.3.6),

v silu ego invariantnosti otnositelьno operacii sdviga g →
g+ const, moжno sqitatь, qto g(0) = 0. Predpolaga�, qto (4.3.12)

vypoln�ets� dl� par (µ+, µ+) i (µ−, µ−), poluqaem

‖g − Eg‖Lp(µ) ≤ 2‖g‖Lp(µ) = 2
(

‖g‖pLp(µ+) + ‖g‖pLp(µ−)

)1/p

≤ 2C
(

‖g′‖pLp(µ+) + ‖g′‖pLp(µ−)

)1/p ≤ 2C ‖g′‖Lp(µ),

i takim obrazom, (4.3.6) vypoln�ets� s c = 1/(2C). Pri зtom,

‖g−Eg‖L2(µ) ≤ ‖g‖L2(µ), sledovatelьno moжno daжe vz�tь c = 1/C

pri p = 2. Obratno, vyvedem (4.3.12) dl� pary (µ+, µ+), ishod�

iz (4.3.6). Doopredelim g(x) = 0 pri x < 0. Togda spravedlivo

зlementarnoe neravenstvo

‖g‖Lp(µ+) ≤ 2 ‖g −Eg‖Lp(µ). (4.3.15)

Oceniva� pravu� qastь (4.3.15) s pomowь� (4.3.6), prihodim k

neravenstvu tipa Hardi (4.3.12) dl� pary (µ+, µ+). Analogiqno

poluqaem (4.3.12) dl� (µ−, µ−). Takim obrazom, s toqnostь� do

absol�tnyh posto�nnyh, neravenstvo (4.3.6) dl� mery µ rav-

nosilьno neravenstvu (4.3.12) dl� par mer (µ+, µ+) i (µ−, µ−),

v qastnosti, c > 0 ravnosilьno tomu, qto Bp(µ+, µ+) < +∞ i

Bp(µ−, µ−) < +∞. V terminah funkcii raspredeleni� F i plot-

nosti f absol�tno nepreryvnoi komponenty vero�tnostnoi me-

ry µ s medianoi m(µ) = 0 зti dva uslovi� moжno zapisatь pri

p = 2 kak

sup
x>0

[

(1 − F (x))

∫ x

0

1

f(t)
dt+ F (−x)

∫ 0

−x

1

f(t)
dt

]

< +∞

ili v terminah otobraжeni� Uµ (v predpoloжenii, qto f nepre-

ryvna i poloжitelьna na (a, b)) kak uslovie

sup
x>0

e−x

∫ x

0

(

U ′
µ(t)2 + U ′

µ(−t)2
)

dt < +∞.
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Legko videtь, qto зto uslovie – nebolьxoe oslablenie uslovi�

lipxicevosti ‖Uµ‖Lip < +∞, i sledovatelьno neravenstvo tipa

Puankare (4.3.6) pri p = 2 (strogo) slabee, qem takoe жe ne-

ravenstvo pri p = 1. Zametim takжe, qto, soglasno (4.3.13),

uslovi� Bp(µ+, µ+) < +∞ i Bp(µ−, µ−) < +∞ pri p = 1 primut

vid

esssup
x>0

[

1− F (x)

f(x)
+

F (−x)

f(−x)

]

< +∞,

qto, soglasno (4.3.4), ravnosilьno uslovi� Is(µ) > 0.

Pristupim k dokazatelьstvam. Naqnem s dokazatelьstva teo-

remy 4.3.2.

Dokazatelьstvo teoremy 4.3.2. Poloжim

K(µ) = essinf
a<x<b

f(x)

min{F (x), 1− F (x)} .

Oqevidno, K(µ) ≥ Is(µ). Deistvitelьno, dl� x ∈ (a, b) imeem

µ+(A(x)) = lim inf
ε→0+

F (x+ ε)− F (x)

ε
≡ f+(x),

poзtomu

Is(µ) ≤ µ+(A(x))

min{µ(A(x)),1− µ(A(x))} =
f+(x)

min{F (x), 1− F (x)} .

Ber� essinf pravoi qasti po intervalu x ∈ (a, b) i zameqa�, qto

v silu teoremy Lebega o differenciruemosti F poqti vs�du,

f+ = f poqti vs�du, poluqaem K(µ) ≥ Is(µ).

V qastnosti, K(µ) = Is(µ), esli K(µ) = 0. Poзtomu dl� doka-

zatelьstva (4.3.4) budet dostatoqno ustanovitь protivopoloж-

noe neravenstvo, priqem moжno predpolagatь, qto K(µ) > 0.

Itak, predpoloжim, qto K(µ) > 0. Kak sledstvie, f(x) > 0

poqti vs�du na (a, b), i znaqit F strogo vozrastaet na зtom in-

tervale. Sledovatelьno, funkci�

F−1(p) = min{x : F (x) ≥ p}
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(odnoznaqno opredel�emyh kvantilei) ne ubyvaet, nepreryvna

na (0, 1] i prinimaet znaqeni� v (a, b]. Doopredelim ee na vesь

interval [0, 1], polaga� po nepreryvnosti F−1(0) = a.

Vvedem funkci� raspredeleni� Fν mery ν. Oboznaqim qerez

F−1
ν : [0, 1] → [−∞,+∞] obratnu� k nei, i rassmotrim funkci�

V (x) = F−1
ν (F (x)), x ∈ R.

Napomnim, qto otobraжenie Uµ opredel�ts� odnoznaqo i moжet

bytь zapisano �vno v vide

Uµ(x) = F−1(Fν(x)), x ∈ R.

Zametim, qto dl� vseh t, x ∈ R neravenstva Uµ(t) ≤ x i t ≤ V (x)

зkvivalentny, poзtomu Uµ(V (x)) = x dl� vseh x ∈ R. Krome togo,

Uµ = x na intervalah (V (x−), V (x)), priqem Uµ = a na (−∞, V (a)]

i Uµ = b na [V (b),+∞).

Pokaжem, qto
1

‖Uµ‖Lip
≥ K(µ). (4.3.16)

Funkci� F differenciruema poqti vs�du, priqem F ′(x) = f(x)

dl� poqti vseh x ∈ (a, b). Poзtomu, differenciru� V i polьzu�sь

toжdestvom fν(F−1
ν (p)) = min{p, 1 − p}, poluqaem

V ′(x) ≥ f(x)

min{F (x), 1− F (x)} ≥ K(µ)

dl� poqti vseh x ∈ (a, b). Sledovatelьno, dl� vseh a ≤ x < y ≤ b,

V (y) − V (x) ≥
∫ y

x

V ′(t) dt ≥ K(µ)(y − x).

Poloжim Im(F ) = {F (x) > 0 : x ∈ R}. Dl� vseh p ∈ Im(F ), oqe-

vidno, F (F−1(p)) = p, poзtomu V (U(x)) = x, kak tolьko Fν(x) ∈
Im(F ). Poskolьku Uµ prinimaet znaqeni� v [a, b], zakl�qaem, qto

dl� vseh x < y

y − x = V (U(y)) − V (U(x)) ≥ K(µ)(U(y) − U(x))
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pri uslovii, qto Fν(x), Fν(y) ∈ Im(F ). No, kak legko videtь, зto

uslovie moжet bytь sn�to, poskolьku funkci� F−1 nepreryvna

(v silu strogogo vozrastani� F ) i posto�nna na intervalah vida

[F (z−), F (z)]. Takim obrazom, (4.3.16) dokazano.

Dalee, my znaem (sm. (4.1.13) ili, bolee obwo, teoremu 4.1.1),

qto sluqaina� veliqina ξ, ime�wa� raspredelenie ν, udovletvo-

raet analitiqeskomu neravenstvu

E|g(ξ)| ≤ E|g′(ξ)|, (4.3.17)

gde g – proizvolьna� lokalьno lipxiceva� funkci� na pr�moi,

taka� qto m(g(ξ)) = 0. Pri зtom, my priderжivaems� oprede-

leni� 1.4.1: |g′(x)| = lim supy→x,y 6=x
|g(y)− g(x)|

|y − x| . Pustь η = Uµ(ξ),

i primenim (4.3.17) k funkci�m vida g = w(Uµ) (w – lokalьno

lipxiceva�): tak kak |g′(ξ)| ≤ ‖Uµ‖Lip|w′(Uµ(ξ))|, poluqaem
1

‖Uµ‖Lip
E|w(η)| ≤ E|w′(η)|. (4.3.18)

Sledovatelьno, v silu (4.3.16),

K(µ)E|w(η)| ≤ E|w′(η)| (4.3.19)

dl� vseh lokalьno lipxicevyh funkcii w, takih qto m(w(η)) = 0.

Tak kak η imeet raspredelenie µ, i tak kak optimalьna� posto-

�nna� v (4.3.19) pered E|w(η)| ravna Is(µ), prihodim k ocenke

Is(µ) ≥ K(µ). Takim obrazom,

K(µ) = Is(µ). (4.3.20)

Analogiqno iz (4.3.18) poluqaem, qto

1

‖Uµ‖Lip
≤ Is(µ). (4.3.21)

S uqetom (4.3.16) i (4.3.20), зto daet

1

‖Uµ‖Lip
= Is(µ), (4.3.22)
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to estь (4.3.5). Ostaets� dokazatь (4.3.22) v sluqae, kogda K(µ)=

Is(µ) = 0. Predpolaga� protivnoe ‖Uµ‖Lip < +∞ i povtor��

perehod ot (4.3.17) k (4.3.18), my by poluqili (4.3.21), to estь,

Is(µ) > 0. Teorema 4.3.2 dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 4.3.1.

Perehod (4.3.17) ⇒ (4.3.18) ⇒ (4.3.21) imeet silu dl� vseh lip-

xicevyh otobraжenii U , perevod�wih ν v µ, i poзtomu 3) ⇒ 4)

uжe dokazano. Sledovatelьno, v silu teoremy 4.3.2, svoistva

2), 3) i 4) зkvivalentny. Implikaci� 1) ⇒ 2) toжe ne trebuet

dokazatelьstv. Dokaжem ostavxies� utverжdeni�.

Moжno predpolagatь, qto Is(µ) > 0, to estь, ‖Uµ‖Lip < +∞.

Pustь ξ = (ξ1, . . . , ξn) – sluqainyi vektor s raspredeleniem νn,

tak qto sluqainyi vektor η = (Uµ(ξ1), . . . , Uµ(ξn)) imeet raspre-

delenie µn. V silu teoremy 4.2.1, poskolьku Is(ν) = 1, imeem

Is(νn) ≥ 1

2
√
6
, poзtomu (sm. (4.1.13)) νn udovletvor�et analiti-

qeskomu neravenstvu

1

2
√
6
E|g(ξ)| ≤ E|∇g(ξ)|, (4.3.23)

gde g – proizvolьna� lokalьno lipxiceva� funkci� na R
n, taka�

qto m(g(ξ)) = 0. Primen�� (4.3.23) k funkci�m vida g = w(Uµ) i

zameqa�, qto

|∇g(ξ)| ≤ ‖Uµ‖Lip|∇w(Uµ(ξ))| =
1

Is(µ)
|∇w(η)|,

poluqaem
Is(µ)

2
√
6

E|w(η)| ≤ E|∇w(η)|, (4.3.24)

gde w – proizvolьna� lokalьno lipxiceva� funkci� na R
n, taka�

qto m(w(η)) = 0. Approksimiru� v (4.3.24), kak obyqno, indika-

tornye funkcii lokalьno lipxicevymi (lemma 1.4.1), prihodim

k izoperimetriqeskomu neravenstvu

(µn)+(A) ≥ Is(µ)

2
√
6

min(µn(A), 1 − µn(A)), A ⊂ R
n,
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qto i oznaqaet, qto Is(µn) ≥ Is(µ)

2
√
6

.

Teperь vospolьzuems� neravenstvom (4.2.20), poluqennym pri

dokazatelьstve teoremy 4.2.1:

(µn)+(A) ≥ Is(µ)√
6
µn(A)(1 − µn(A)), A ⊂ R

n.

Kak my znaem, зto izoperimetriqeskoe neravenstvo зkvivalent-

no analitiqeskomu neravenstvu

1

2
√
6
E|w(η) −Ew(η)| ≤ E|∇w(η)|.

Зto dokazyvaet mnogomernyi variant (4.3.3). Teorema 4.3.1 do-

kazana.
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§ 4.4. Neravenstva tipa Puankare v klasse vypuklyh funkcii

Dl� prodakt mer µn v R
n zdesь my rassmotrim oslablennyi

variant neravenstv tipa Puankare dl� L2-normy

Varµn(g) ≤ C Eµn |∇g|2, (4.4.1)

kogda trebuets�, qtoby зto neravenstvo vypoln�losь ne dl�

vseh (lokalьno lipxicevyh), a lixь dl� vypuklyh funkcii g

na R
n. Kak i v klasse vseh funkcii, ”odnomernoe” neravenstvo

(4.4.1) rasprostran�ets� na prostranstvo (Rn, µn) v klasse vseh

vypuklyh funkcii na R
n bez izmeneni� posto�nnoi C. Poзtomu

v (4.4.1) dostatoqno rassmatrivatь sluqai n = 1.

Kak sledstvie mnogomernogo varianta (4.4.1), poluqaem, qto

dispersii vseh vypuklyh funkcii g na R
n, takih qto ‖g‖Lip ≤ 1,

ograniqeny posto�nnoi, ne zavis�wei ot razmernosti. Зkviva-

lentno, esli (ζn)n≥1 – posledovatelьnostь nezavisimyh sluqai-

nyh veliqin, ime�wih raspredelenie µ, to Var(ζ1) < +∞, i dl�

l�bogo ograniqennogo (p.n.) sluqainogo processa (xt)t∈T , li-

neino poroжdennogo veliqinami ξn, t.e., predstavimogo v vide

summy p.n. shod�wegos� funkcionalьnogo r�da

xt = a0(t) +

∞
∑

n=1

an(t)ζn, t ∈ T,

my imeem

Var(sup
t
xt) ≤ C sup

t
(Var(xt)). (4.4.2)

Estestvennyi vopros: kakie mery µ na pr�moi udovletvor�-

�t svoistvu (4.4.2) ili formalьno bolee silьnomu neravenstvu

(4.4.1) (dl� klassa vseh vypuklyh funkcii)? Takimi budut, na-

primer, vse mery s kompaktnym nositelem. Deistvitelьno, dl�
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l�boi vypukloi differenciruemoi funkcii g na R spravedlivo

neravenstvo

|g(x) − g(y)|2 ≤ (|g′(x)|2 + |g′(y)|2) (x− y)2, x, y ∈ R.

Sledovatelьno, esli µ([a, b]) = 1, to

Varµ(g) =
1

2

∫ b

a

∫ b

a

|g(x) − g(y)|2dµ(x)dµ(y) ≤ (b− a)2
∫ b

a

|g′(x)|2dµ(x).

Zametim, qto kompaktnostь nositel� ne �vl�ets� dostatoqnym

usloviem dl� vypolneni� (4.4.1) v klasse vseh funkcii: mera µ

s plotnostь� f(x) = |x|, |x| < 1, daet kontrprimer, kak sleduet

iz teoremy 4.3.3. Dvustoronnee pokazatelьnoe raspredelenie ν

i sledovatelьno vse lipxicevy obrazy ν (to estь, vse mery µ so

svoistvom Is(µ) > 0), udovletvor��t (4.4.1) dl� vseh g i znaqit

dl� vseh vypuklyh g. Uslovie Is(µ) > 0 poqti neobhodimo. Niжe

da�ts� neobhodimye i dostatoqnye uslovi� dl� (4.4.1)–(4.4.2)

(kak ni stranno, зti dva svoistva зkvivalentny).

Pustь µ – vero�tnostna� mera na R s funkciei raspredeleni�

F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ R. Kak obyqno, qerez Uµ my oboznaqaem

neubyva�wee, nepreryvnoe sleva otobraжenie, perevod�wee me-

ru ν v µ.

Teorema 4.4.1. Sledu�wie uslovi� зkvivalentny:

a) suwestvuet posto�nna� C, taka� qto dl� vseh differenci-

ruemyh vypuklyh funkcii g na R

Varµ(g) ≤ C Eµ|g′|2; (4.4.3)

b) suwestvuet posto�nna� C, taka� qto dl� vseh vypuklyh fun-

kcii g na R
n s usloviem ‖g‖Lip ≤ 1

Varµn(g) ≤ C; (4.4.4)
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c) suwestvu�t posto�nnye C i h > 0, takie qto dl� vseh x ∈ R,

F (x)(1 − F (x)) ≤ C (F (x) − F (x− h)); (4.4.5)

d) dl� nekotorogo (зkvivalentno – dl� vseh ) h > 0,

sup
x∈R

[Uµ(x+ h) − Uµ(x)] < +∞. (4.4.6)

Zametim, qto s poslednim svoistvom, to estь, tem faktom, qto

Uµ poroжdaet koneqnyi (additivnyi) modulь, my uжe vstreqa-

lisь v glave 2 pri opisanii svoistva koncentracii prodakt-

mer µn po otnoxeni� k ravnomernomu rassto�ni� v R
n. Takim

obrazom, vse зti uslovi� a) − d) зkvivalentny uslovi�m a) i b)

iz teoremy 2.7.2, a takжe uslovi�m c1) − c2) iz teoremy 2.7.3

(rassmatrivaemyh odnovremenno):

sup
n

Var(max(ζ1, . . . , ζn)) < +∞; (4.4.7)

sup
n

Var(min(ζ1, . . . , ζn)) < +∞. (4.4.8)

Sledovatelьno, vypuklye funkcii vida g(x) = max{x1, . . . , xn} i

g(x) = max{−x1, . . . ,−xn} �vl��ts� v nekotorom (asimptotiqes-

kom) smysle poqti зkstremalьnymi v (4.4.1).

Sdelaem ewe neskolьko zameqanii. Okazyvaets�, dl� xiroko-

go klassa raspredelenii µ na pr�moi neravenstva tipa Puankare

(4.4.3) mogut bytь obraweny v tom smysle, qto dl� vseh diffe-

renciruemyh vypuklyh funkcii g na R vypoln�ets� neravenstvo

Varµ(g) ≥ cEµ|g′|2, (4.4.9)

gde c > 0 ne zavisit ot g. My opixem odin klass takih raspre-

delenii. Testiru� (4.4.9) na funkci�h vida g(x) = (x − a)+ i

g(x) = (a − x)+, legko videtь, qto esli nevyroжdenna� mera µ
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udovletvor�et (4.4.9), to ona dolжna imetь dostatoqno ”t�жe-

lye hvosty”, po krainei mere, F (x)(1−F (x)) ≥ c1e
−c2|x| dl� neko-

toryh c1, c2 > 0 i vseh x ∈ R. V qastnosti, gaussovska� mera ne

udovletvor�et (4.4.9).

Predpoloжim, qto 0 < F (a) < 1 dl� vseh a ∈ R (qto neobho-

dimo dl� (4.4.9)), i opredelim uslovnye ograniqeni� mery µ na

poluosi (−∞, a] i [a,+∞) – vero�tnostnye mery

µ−
a (A) =

µ(A ∩ (−∞, a])

µ((−∞, a])
, µ+

a (A) =
µ(A ∩ [a,+∞))

µ([a,+∞))
, A ⊂ R.

Oboznaqim qerez Var(µ) dispersi� funkcii i(x) = x po otnoxe-

ni� k mere µ.

Teorema 4.4.2. Predpoloжim, qto Var(µ) < +∞. Opredelim

σ2(µ) = inf
a∈R

min{Var(µ−
a ),Var(µ+

a )}.

Togda neravenstvo (4.4.9) spravedlivo dl� vseh differencirue-

myh vypuklyh funkcii g na R s posto�nnoi c = σ2(µ).

Privedem odin primer.

Teorema 4.4.3. V klasse vseh differenciruemyh vypuklyh

funkcii g na R po otnoxeni� k dvustoronnemu pokazatelьnomu

raspredeleni� ν spravedlivy neravenstva

Eν |g′|2 ≤ Varν(g) ≤ 4Eν |g′|2. (4.4.10)

Pravoe neravenstvo v (4.4.10) horoxo izvestno i imeet silu

dl� vseh absol�tno nepreryvnyh funkcii g. Asimptotiqeski

зkstremalьnymi v nem sluжat funkcii g(x)=etx pri t→ 1

2
. Le-

va� qastь (4.1.10) prevrawaets� v ravenstvo na funkcii g(x) =

|x|.
Nakonec otmetim, qto v klasse vseh differenciruemyh funk-

cii g (4.4.9) ne moжet vypoln�tьs�, esli mera µ ne vyroжdena.
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Ne moжet vypoln�tьs� i mnogomernyi variant (4.4.9) v klasse

vseh vypuklyh differenciruemyh funkcii g na R
n, esli trebo-

vatь, qtoby posto�nna� c ne zavisela ot razmernosti n. Deist-

vitelьno, esli by vypoln�losь neravenstvo

Varµn(g) ≥ cEµn |∇g|2

dl� prodakt-mer, priqem, ne umal�� obwnosti, mera µ imela

by nulevoe srednee, to primen�� ego k funkci�m vida gn(x) =

g
( x1 + · · ·+ xn√

n

)

, x ∈ R
n, my by poluqili, v silu centralьnoi

predelьnoi teoremy, odnomernoe neravenstvo (4.4.9) dl� gaus-

sovskoi mery (qto, kak uжe otmeqalosь, nevozmoжno).

Pereidem k dokazatelьstvam. Napomnim, qto v neravenst-

vah (4.4.3) i (4.4.9) uslovie differenciruemosti dl� vypuklyh

funkcii g moжet bytь sn�to, i togda v sootvetstvii s obwim

opredeleniem 1.4.1 pod vyraжeniem |g′(x)| my ponimaem znaqe-

nie max{|g′(x−)|, |g′(x+)|}.

Dokazatelьstvo teoremy 4.4.1. Rassmotrim ewe odno uslovie:

e) suwestvu�t posto�nnye C i h > 0, takie qto dl� vseh neuby-

va�wih funkcii g na R

Varµ(g(x)) ≤ C Eµ|g(x+ h) − g(x)|2. (4.4.11)

Dokazatelьstvo provedem po dvum ciklam e) ⇒ c) ⇒ d) ⇒ e) i

d) ⇒ a) ⇒ b) ⇒ d).

e) ⇒ c): primen�� (4.4.11) k indikatornym funkci�m g =

1(x,+∞), prihodim k (4.4.5).

c) ⇒ d) predstavl�et soboi utverжdenie lemmy 3.6.2: nuжno

poloжitь c = 1/C i h0 = h, i my poluqim, soglasno (3.6.8),

Uµ

(

x+ log
(

1 +
1

2C

)

)

− Uµ(x) ≤ h, x ∈ R,

to estь (4.4.6) s h = log
(

1 +
1

2C

)

.
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d) ⇒ e): primenim neravenstvo lemmy 3.6.5 pri a = 1 i b = 0:

Varν(g(x)) ≤ C Eν |g(x+ 1) − g(x)|2.

Podstavl�� v зto neravenstvo funkcii vida g(Uµ), prihodim k

(4.4.11) s h = supx∈R [Uµ(x+ 1) − Uµ(x)].

d) ⇒ a): snaqala predpoloжim, qto v dopolnenie k vypuk-

losti g ne ubyvaet. Snova primenim neravenstvo lemmy 3.6.5,

no teperь pri a = −1 i b = 0:

Varν(g(x)) ≤ C Eν |g(x) − g(x− 1)|2.

Зto neravenstvo imeet silu dl� l�boi neubyva�wei funkcii g

na R i, v qastnosti, dl� funkcii g(Uµ). Kak sledstvie,

Varµ(g(y)) ≤ C Eµ|g(y) − g(y − h)|2, (4.4.12)

gde h bylo opredeleno na predyduwem xage. Tak kak g vypuk-

la� i neubyva�wa�, imeem 0 ≤ g(y) − g(y − h) ≤ hg′(y), i sledo-

vatelьno (4.4.12) vleqet (4.4.3) s posto�nnoi Ch2. Analogiqno

rassmatrivaets� sluqai, kogda g – nevozrasta�wa�.

Rassmotrim tretii vozmoжnyi sluqai: g ne vozrastaet na

intervale (−∞, a] i ne ubyvaet na intervale [a,+∞). Ne umal��

obwnosti, moжno sqitatь, qto g(a) = 0 i qto g summiruema s

kvadratom po mere µ. Togda, kak uжe dokazano, (4.4.3) spraved-

livo dl� (vypuklyh monotonnyh) funkcii g0 = g 1[a,+∞) i g1 =

g 1(−∞,a]. Zapisyva� a0 = Eµg0, a1 = Eµg1 i zameqa�, qto g =

g0 + g1, poluqaem:

√

Varµ(g) = ‖g − Eµg‖2 ≤ ‖g0 − a0‖2 + ‖g1 − a1‖2
≤

√
C h ‖g′0‖2 +

√
C h ‖g′1‖2 ≤

√
2C h ‖g′‖2,

gde ‖ · ‖2 oboznaqaet normu v prostranstve L2(µ). Na poslednem

xage my primenili neravenstvo
√
u0 +

√
u1 ≤

√

2(u0 + u1) pri
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u0 = Eµ|g′0|2 i u1 = Eµ|g′1|2. Takim obrazom, (4.4.3) dokazano i v

obwem sluqae s posto�nnoi 2Ch2.

a) ⇒ b) uжe otmeqalosь.

b) ⇒ d): sm. teoremu 2.7.2 i 2.7.3.

Teorema 4.4.1 dokazana.

Dl� dokazatelьstva teoremy 4.4.2 nam potrebuets�

Lemma 4.4.1. Predpoloжim, qto sluqaina� veliqina ζ imeet

koneqnyi vtoroi moment. Pustь c > 0. Sledu�wie utverжdeni�

зkvivalentny:

a) Cov(f(ζ), g(ζ)) ≥ cEf ′(ζ)g′(ζ) dl� vseh neubyva�wih dif-

ferenciruemyh vypuklyh funkcii f i g, takih qto f(ζ) i g(ζ)

ime�t koneqnyi vtoroi moment;

b) Var(g(ζ)) ≥ cEg′(ζ)2 dl� l�boi neubyva�wei differenci-

ruemoi vypukloi funkcii g;

c) Var
(

(ζ − a)+
)

≥ cP{ζ ≥ a} dl� vseh a ∈ R.

Dokazatelьstvo. Oqevidno, a) ⇒ b). Zametim, qto b) imeet

smysl i v sluqae Var(g(ζ)) = ∞. Krome togo, kak v a), tak i v

b), uslovie differenciruemosti moжno legko sn�tь, esli g′(x)

zamenitь na g′(x+). Pri takom soglaxenii neravenstvo v b) pre-

vrawaets� v neravenstvo v c) na funkci�h ga(x) = (x− a)+. Sle-

dovatelьno b) ⇒ c).

Qtoby vyvesti a) iz c), moжno predpolagatь, qto funkci�

raspredeleni� F s.v. ζ nepreryvna, i qto f(−∞) = g(−∞) = 0.

Togda f i g mogut bytь predstavleny v vide smesi
∫

ga dπ(a)

funkcii vida ga (mera π neotricatelьna), i tak kak neravenstvo

v a) lineino po f i g, dostatoqno ego dokazyvatь, kogda f = ga,

g = gb, sqita� a, b ∈ R proizvolьnymi. Ne umal�� obwnosti,

pustь a ≤ b. Integriru� po qast�m, imeem:
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Cov(ga(ζ), gb(ζ))

=

∫ +∞

b

(x− a)(x− b)dF (x) −
∫ +∞

a

(x− a)dF (x)

∫ +∞

b

(x− b)dF (x)

=

∫ +∞

b

(2x− a− b)(1 − F (x))dx −
∫ +∞

a

(1 − F (x))dx

∫ +∞

b

!(1 − F (x))dx.

Sledovatelьno

d

da
Cov(ga(ζ), gb(ζ)) =

−
∫ +∞

a

(1 − F (x))dx + (1 − F (a))

∫ +∞

b

(1 − F (x))dx ≤ 0,

to estь, Cov(ga(ζ), gb(ζ)) ne vozrastaet po a ∈ (∞, b], v to vrem�

kak prava� qastь neravenstva v a) cEg′a(ζ)g′b(ζ) = c(1 − F (b)) ne

zavisit ot a. Sledovatelьno, neravenstvo v a) stanovits� bolee

silьnym pri a = b. Lemma 4.4.1 dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 4.4.2. Moжno sqitatь, qto Varµ(g) <

+∞, i qto g dostigaet svoe naimenьxee znaqenie v nekotoroi

toqke a ∈ R. Moжno takжe predpolagatь, qto funkci� rasprede-

leni� F mery µ nepreryvna. Vospolьzuems� abstraktnym toж-

destvom

Varpν+(1−p)λ(g) = pVarν(g) + (1 − p)λ Var(g) + p(1 − p)|Eνg −Eλg|2

(gde ν i λ – proizvolьnye vero�tnostnye mery, p ∈ [0, 1]) pri

ν = µ−
a , λ = µ+

a i p = F (a). My poluqim:

Varµ(g) ≥ F (a) Varµ−

a
(g) + (1 − F (a)) Varµ+

a
(g). (4.4.13)

Tak kak g ne vozrastaet na (−∞, a] i ne ubyvaet na [a,+∞), v silu

lemmy 4.4.1, primenennoi k (g, µ+
a ) i (g, µ−

a ), imeem

Varµ+
a

(g) ≥ c+(a)

∫

g′(x)2 dµ+
a (x), (4.4.14)
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Varµ−

a
(g) ≥ c−(a)

∫

g′(x)2 dµ−
a (x) (4.4.15)

s posto�nnymi

c+(a) = inf
b≥a

Var
µ+
a

(

(x− b)+
)

µ+
a ([b,+∞))

, c−(a) = inf
b≤a

Var
µ−

a

(

(b− x)+
)

µ−
a ((−∞, b])

.

No pri b ≥ a

Var
µ+
a

(

(x− b)+
)

µ+
a ([b,+∞))

=
1− F (a)

1− F (b)

[

1

1− F (a)

∫ +∞

b

(x− b)2dF (x) −
(

1

1− F (a)

∫ +∞

b

(x− b)dF (x)

)2
]

=
1

1− F (b)

∫ +∞

b

(x− b)2dF (x) − 1

(1− F (a))(1− F (b))

(
∫ +∞

b

(x− b)dF (x)

)2

≥ 1

1− F (b)

∫ +∞

b

(x− b)2dF (x) −
(

1

1− F (b)

∫ +∞

b

(x− b)dF (x)

)2

= Varµ+

b

(

(x− b)+
)

= Var(µ+
b ),

tak kak 1 − F (a) ≥ 1 − F (b) i (x − b)+ = x − b dl� µ+
b -poqti vseh

x ∈ R. Takim obrazom,

c+(a) ≥ inf
b≥a

Var(µ+
b ) ≥ σ2(µ).

Analogiqno poluqaem ocenku c−(a) ≥ σ2(µ). Ispolьzu� зti ocen-

ki sootvetstvenno v (4.4.14) i (4.4.15) i primen�� зti neraven-

stva k (4.4.13), prihodim k (4.4.9). Teorema 4.4.2 dokazana.

Dokazatelьstvo teoremy 4.4.3. Trebuets� ustanovitь lixь

pervoe neravenstvo v (4.4.10). V silu simmetriqnosti mery ν

otnositelьno 0, Var(ν−a ) = Var(ν+−a), i soglasno teoreme 4.4.2,

dostatoqno pokazatь, qto Var(ν+a ) ≥ 1 dl� vseh a ∈ R. Napomnim,

qto
dν(x)

dx
=

1

2
exp(−|x|), x ∈ R. Esli a ≥ 0, to s toqnostь� do

sdviga ν+a – odnostoronne pokazatelьnoe raspredelenie, tak qto

Var(ν+a ) = 1.
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Rassmotrim sluqai a ≤ 0. Qtoby proizvesti sootvetstvu�-

wie vyqisleni�, nam udobnee budet rabotatь s funkciei raspre-

deleni� Fa(x) = ν+a ((a, a+x]), to estь, kak mera, Fa – prosto sdvig

ν+a , i znaqit Var(ν+a ) = Var(Fa). Oqevidno, Fa sosredotoqena na

poluosi [0,+∞) i imeet tam plotnostь
e−|a+x|

2− ea
, x ≥ 0. Ispolьzu�

зlementarnye toжdestva
∫

xexdx = (x− 1)ex,

∫

xe−xdx = −(x+ 1)e−x,

∫

x2exdx = (x2 − 2x+ 2)ex,

∫

x2e−xdx = −(x2 + 2x+ 2)e−x,

nahodim:

(2 − ea)

∫ −a

0

xdFa(x) =

∫ −a

0

xe(a+x)dx = −(a+ 1) + ea,

(2 − ea)

∫ ∞

−a

xdFa(x) =

∫ ∞

−a

xe−(a+x)dx = 1 − a.

Takim obrazom,
∫∞
0
xdFa(x) =

−2a+ ea

2− ea
. Dalee,

(2 − ea)

∫ −a

0

x2dFa(x) = (a2 + 2a+ 2) − 2ea,

(2 − ea)

∫ ∞

−a

x2dFa(x) = a2 − 2a+ 2.

Sledovatelьno,
∫∞
0
x2dFa(x) =

2a2 + 4 + ea

2− ea
, i

Var(Fa) =
2a2 + 4 + ea

2− ea
−
( −2a+ ea

2− ea

)2

=
e2a − 2a2ea + 4aea − 8ea + 8

(2− ea)2
.

Oqevidno, Var(Fa) → 2 = Var(ν) pri a → −∞, i Var(F0) = 1.

Nakonec,

Var(Fa) ≥ 1 ⇐⇒ e2a − 2a2ea + 4aea − 8ea + 8 ≥ (2 − ea)2

⇐⇒ (a2 − 2a+ 2)ea ≤ 2

⇐⇒ t2 + 2t+ 2 ≤ 2et = 2(1 + t+
1

2
t2 + · · · ),

gde t = −a. Poslednee neravenstvo oqevidno, tak kak t ≥ 0. Teo-

rema 4.3.3 dokazana.
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§ 4.5. O raspredelenii lipxicevyh funkcionalov na vero�t-

nostnyh metriqeskih prostranstvah, podqin��wihs�

neravenstvam tipa Puankare

Pustь (M,ρ, µ) – metriqeskoe prostranstvo s vero�tnostnoi

meroi, podqin��wees� neravenstvu tipa Puankare

λ1 Var(g) ≤ E|∇g|2, (4.5.1)

gde g – proizvolьna� funkci� na M , ime�wa� koneqnu� lip-

xicevu konstantu na vseh xarah v M , i λ1 > 0 ne zavisit ot

g (matematiqeskoe oжidanie i dispersi� ponima�ts� v smysle

mery µ). Qto togda moжno skazatь o raspredelenii lipxicevyh

funkcii na M?

Zametim, qto esli by udalosь na osnove (4.5.1) poluqitь ka-

kie-libo sootnoxeni� meжdu raspredeleni�mi g i |∇g| dl� funk-

cii g na (M,ρ, µ), to takie жe sootnoxeni� byli by spravedlivy

i dl� funkcii g na (Mn, ρ2, µ
n) po otnoxeni� k prodakt-mere µn

i metrike

ρ2(x, y) =

√

n
∑

i=1

ρ(xi, yi)
2, x, y ∈Mn.

Deistvitelьno, (4.5.1) rasprostran�ets� na mnogomernye pro-

stranstva (Mn, ρ2, µ
n) s toi жe samoi posto�nnoi λ1 dl� opera-

tora

|∇g|2 =

n
∑

i=1

|∇xi
g|2, (4.5.2)

gde |∇xi
g| oboznaqaet modulь gradienta funkcii xi → g(x) (na-

pomnim, qto pri rassmotrenii mnogomernyh analitiqeskih ne-

ravenstv v (Mn, ρ2, µ
n) my predpolagaem, qto M separabelьno,

i qto sootnoxenie (4.5.2) vypoln�ets� dl� vseh ρ2-lipxicevyh

funkcii na Mn dl� µn-poqti vseh x ∈ Mn). Takim obrazom,



253

(4.5.1) moжet sluжitь instrumentom pri issledovanii mnogo-

mernyh zadaq. My dokaжem sledu�xie dva utverжdeni�.

Teorema 4.5.1. Predpoloжim, qto (M,ρ, µ) podqin�ets� nera-

venstvu tipa Puankare (4.5.1). Togda vse lipxicevy funkcii na

M ime�t koneqnyi зksponencialьnyi moment. Bolee togo, dl�

vseh g na M , takih qto ‖g‖Lip ≤ 1 i Eg = 0, i vseh t ∈ [0, 1)

Ee2
√
λ1tg ≤ 1 + t

1− t
, (4.5.3)

λ1Eg
2e2

√
λ1tg ≤

(

1 + t

1− t

)2

E|∇g|2e2
√
λ1tg. (4.5.4)

Teorema 4.5.2. Pri teh жe predpoloжeni�h, dl� vseh funkcii

g na M , takih qto ‖g‖Lip ≤ 1 i Eg = 0, a takжe dl� vseh nepustyh

izmerimyh mnoжestv A ⊂M i vseh h ≥ 0,

µ{|g| ≥ h} ≤ 6 e−2
√
λ1 h, (4.5.5)

1 − µ(Ah) ≤ 9

µ(A)
e−2

√
λ1 h. (4.5.6)

Oqevidno, poslednie dva neravenstva зkvivalentny drug dru-

gu s toqnostь� do absol�tnyh mnoжitelei. S toqnostь� do

absol�tnyh mnoжitelei oni vlekut (4.5.3), i v зtom smysle oni

bolee silьnye. Esli жe ishoditь iz (4.5.3), to (4.5.5) poluqitь

nelьz� daжe s toqnostь� do nekotorogo mnoжitel�, hot� i moжno

poluqitь nemnogo bolee slabu� ocenku: po neravenstvu Qeby-

xeva dl� vseh t ∈ [0, 1) i h > 0

µ
{

x ∈M : |g(x)| ≥ h
}

≤ (Ee2
√
λ1tg + Ee−2

√
λ1tg) e−2

√
λ1th

≤ 2
1 + t

1− t
e−2

√
λ1th ≤ 4

1− t
e−2

√
λ1th,

i optimiziru� po t (t = 1 − 1

2
√
λ1h

, h ≥ 1

2
√
λ1

), prihodim k nera-

venstvu

µ
{

x ∈M : |g(x)| ≥ h
}

≤ 8e
√

λ1 h e
−2

√
λ1 h.
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Zametim takжe, qto pri t = 0 (4.5.4) vozvrawaet nas k is-

hodnomu neravenstvu (4.5.1), i znaqit (4.5.4) – naibolee silьnoe

utverжdenie v teoremah 4.5.1 i 4.5.2 (зto neravenstvo ispolьzo-

valosь v [83] pri ocenivanii зntropii).

Naskolьko toqny neravenstva (4.5.3)–(4.5.6) pokazyvaet pri-

mer vero�tnostnogo raspredeleni� µ = µλ1
na pr�moi M = R (s

obyqnoi metrikoi) s plotnostь�
dµ(x)

dx
=

√
λ1e

−2
√
λ1 |x|, x ∈ R

(λ1 > 0 – parametr). Kak uжe otmeqalosь, зta mera podqin�et-

s� neravenstvu (4.5.1) s posto�nnoi λ1. Protestiruem (4.5.3)–

(4.5.6) na funkcii g(x) = x:

Ee2
√
λ1tg =

1

1− t2
≥ 1

4

1 + t

1− t
,

λ1Eg
2e2

√
λ1tg =

1 + 3t2

2(1− t2)
≥ 1

2

(

1 + t

1− t

)2

E|∇g|2e2
√
λ1tg,

µ
{

|g| ≥ h
}

= e−2
√
λ1 h.

Takim obrazom, (4.5.3)–(4.5.5) s toqnostь� do absol�tnyh mno-

жitelei neuluqxaemy. Qtoby ocenitь (4.5.6), rassmotrim in-

tervaly vida A = (−∞, a], predpolaga�, qto
1

2
e−2

√
λ1 h ≤ µ(A)

(to estь, nas interesu�t bolьxie znaqeni� h). Imeem:

1 − µ(Ah) ≥ 1

4µ(A)
e−2

√
λ1 h,

i v зtom sluqae (4.5.6) toжe neuluqxaemo s toqnostь� do ab-

sol�tnogo mnoжitel�.

Ostanovims� vkratce na istorii neravenstv tipa (4.5.3) i

(4.5.6). Vpervye neravenstvo tipa (4.5.6) bylo poluqeno Gro-

movym i Milьmanom (v kontekste rimanovoi geometrii). Imen-

no, imi dokazano v [137], qto

1 − µ(Ah) ≤ (1 − p2) e− log(1+p)
√
λ1 h, (4.5.7)

gde p = µ(A). Provedennoe dokazatelьstvo bylo osnovano na

primenenii (4.5.1) k funkci�m vida g(x) = min{ρ(Anδ, x), δ} i po-

sledu�wei iteracii po n s podhod�wim δ, zavis�wem ot h i λ1.
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Po-vidimomu, takoi podhod ne daet optimalьnye ocenki. Tem

ne menee, iz (4.5.7) uжe sleduet, qto dl� nekotoryh absol�tnyh

posto�nnyh t0 > 0 i C0

Ee2
√
λ1t0|g| ≤ C0, (4.5.8)

gde g – proizvolьna� lipxiceva funkci� na M (‖g‖Lip ≤ 1) so

srednim Eg = 0. Analogiqnyi rezulьtat – neravenstvo (4.5.8) s

t0 =
1

24
i C0 = 2 – byl pozdnee poluqen Borovkovym i Utevym

([10], Teorema 2). Neravenstvo Puankare (4.5.1) imi rassmat-

rivalosь vne sv�zi so svoistvom koncentracii, priqem dl� ve-

ro�tnostnyh mer µ na pr�moi M = R. Ispolьzuemyi imi metod

rabotaet, odnako, i v abstraktnoi situacii: (4.5.1) primen�et-

s� k funkci�m vida |g|p i iz poluqaemogo rekurrentnogo nera-

venstva, s uqetom togo, qto λ1 Var(g) ≤ 1, vyvod�ts� ocenki dl�

momentov
(

2
√

λ1
)p

E|g|p ≤ (4p)p, p ≥ 1,

otkuda (4.5.8) srazu sleduet. Zametim, qto v silu (4.5.6) imeet

mesto pravilьna� po por�dku ocenka
(

2
√
λ1
)p

E|g|p ≤ 6 Γ(p + 1)

(gde Γ – gamma-funkci�).

Blizkie k rabote Gromova i Milьmana rassuжdeni� byli

provedeny Aidoi, Masudoi i Xigekavoi [54], dokazavximi ko-

neqnostь Ee2
√
λ1t|g| pri |t| < t0 =

1

2(e− 1)
. Dalьneixee utoqnenie

bylo sdelano v rabote Aidy i Struka [55], ograniqivximis�,

pravda, znaqeniem t = 1
2 pri ocenivanii зksponencialьnogo mo-

menta u(t) = Ee2
√
λ1tg. Primenenie (4.5.1) k funkcii e

√
λ1tg pri-

vodit k funkcionalьnomu neravenstvu

u(t) ≤ 1

1− t2
u
( t

2

)2
,

i posle n-kratnogo primeneni� зtogo neravenstva k znaqeni�m t,
t

2
, . . . ,

t

2n−1
, poluqaem

u(t) ≤
n−1
∏

k=0

1

(1− t2/4k)2k
u
( t

2n

)2n

. (4.5.9)
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Oqevidno, proizvedenie v (4.5.9) shodits� pri |t| < 1, i tak kak

u(t) = 1 +o(t) pri t→ 0 (v silu uslovi� Eg = 0), imeem v predele

Ee
√
2λ1tg ≤ U(t) =

∞
∏

n=0

1

(1− t2/4n)2
n , |t| < 1. (4.5.10)

V qastnosti, pri t =
1

2
, spravedlivo

Ee
√
λ1g ≤ K ≡

∞
∏

n=0

1

(1− 1/4n+1)2
n = 1.720102 . . . . (4.5.11)

Зto neravenstvo i estь rezulьtat Aidy i Struka. Qtoby ras-

suжdeni� byli sovsem strogimi, sleduet vse vykladki provo-

ditь v predpoloжenii ograniqennosti g (s tem, qtoby ne vozni-

kalo problem s зksponencialьnoi integriruemostь�), i zatem s

pomowь� useqenii legko poluqitь (4.5.10) uжe dl� vseh lipxi-

cevyh g na M s nulevym srednim.

Takim obrazom, soglasno (4.5.10), зkstremalьnym znaqeniem

v (4.5.8) �vl�ets� t0 = 1. Vpervye koneqnostь зksponencialьnyh

momentov Ee
√
2λ1tg pri |t| < 1 byla nedavno dokazana Xmuken-

xlegerom [211]. On primen�l (4.5.1) k funkci�m vida ge
√
λ1tg i,

rexa� poluqaemoe differencialьnoe neravenstvo otnositelьno

funkcii u(t), izvlek ocenku Ee
√
2λ1tg ≤ (1 − t2)−4. Зto, odnako,

huжe (osobenno pri t → 1), qem (4.5.3) i (4.5.10), tak kak U(t) ≤
1 + t

1− t
≤ 1

(1− t2)4
. Pristupim, nakonec, k dokazatelьstvam.

Dokazatelьstvo teorem 4.5.1 i 4.5.2.

Naqnem s (4.5.3). Soglasno (4.5.10), ostaets� lixь pokazatь,

qto U(t) ≤ 1 + t

1− t
pri 0 ≤ t < 1, qto ravnosilьno neravenstvu

√

V (t) ≤ 1 + t, gde

V (t) = (1 − t2)U(t) =
∞
∏

n=1

1

(1− t2/4n)2
n , 0 ≤ t ≤ 1.
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Razlaga� v r�d Teilora, imeem

log V (t) =
∞
∑

k=1

∞
∑

n=1

2n
t2k

k 4nk
=

∞
∑

k=1

t2k

k (22k−1 − 1)
, (4.5.12)

sledovatelьno funkci� V logarifmiqeski vypukla. V qastnos-

ti, vypukla funkci�
√

V (t), i znaqit neravenstvo
√

V (t) ≤ 1 + t

nuжno prover�tь lixь v koncevyh toqkah intervala [0, 1]. Pri

t = 0 dokazyvatь neqego; pri t = 1 nuжno pokazatь, qto log V (1) ≤
log 4. Tak kak 22k−1−1 ≥ 4k−1 pri k ≥ 1, moжno ocenitь, ispolьzu�

(4.5.12):

log V (1) ≤ 1 +
∞
∑

k=2

1

k 4k−1
= 4 log

4

3
.

Ostaets� zametitь, qto
( 4

3

)4 ≤ 4.

Vyvedem teperь (4.5.5) i (4.5.6), opira�sь odnovremenno na ne-

ravenstva (4.5.1) i (4.5.11). Predpoloжim, qto ‖g‖Lip ≤ 1 (uslo-

vie Eg = 0 vremenno ne nalagaem), i primenim (4.5.1) k (ograni-

qennoi) funkcii gh = e
√
λ1 min(g,h), h ∈ R:

λ1Eg
2
h ≤ λ1(Egh)2 + E|∇gh|2. (4.5.13)

V silu (4.5.11), Egh = Ee
√
λ1g ≤ K e

√
λ1Egh ≤ K e

√
λ1Eg. Krome

togo, tak kak |∇gh| = 0 na mnoжestve {g > h} i |∇gh| ≤
√
λ1e

√
λ1g na

vsem M , imeem E|∇gh|2 ≤ λ1Ee
2
√
λ1g 1{g≤h}. Ispolьzu� зti ocenki

v (4.5.13) i zapisyva�

Eg2h = Ee2
√
λ1g 1{g≤h} + e2

√
λ1hµ{g > h},

prihodim k neravenstvu e2
√
λ1hµ{g > h} ≤ K2e2

√
λ1Eg. Tak kak ego

prava� qastь nepreryvno zavisit ot h, zakl�qaem, qto

µ{g ≥ h} ≤ K2 e−2
√
λ1h e2

√
λ1Eg, h ∈ R. (4.5.14)

Esli Eg = 0 i h ≥ 0, to vmeste s sootvetstvu�wim neravenstvom

dl� −g (4.5.14) daet µ{g ≥ h} ≤ 2K2 e−2
√
λ1h. Ots�da poluqaem

(4.5.5), tak kak K2 = 2.958750 . . . < 3.
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Esli primenitь (4.5.14) pri h = 0 k funkcii g(x) = −ρ(A, x),

to my poluqim neravenstvo e2
√
λ1Eρ(A,x) ≤ K2

µ(A)
. Ispolьzu� зtu

ocenku v (4.5.14) s h ≥ 0 i funkciei g(x) = ρ(A, x), zakl�qaem,

qto

1 − µ(Ah) = µ
{

x ∈M : ρ(A, x) ≥ h
}

≤ K4

µ(A)
e−2

√
λ1h.

Зto daet (4.5.6), tak kak K4 < 9.

Nakonec, dokaжem neravenstvo (4.5.4). Dostatoqno pokazatь,

qto esli |∇g| ≤ λ < 2
√
λ1 i Eg = 0, to

Eg2eg ≤ 1

λ1

(

2
√
λ1 + λ

2
√
λ1 − λ

)2

E|∇g|2eg. (4.5.15)

Poloжim x2 = Eg2eg, a2 = E|∇g|2eg (x, a ≥ 0). Zapixem ne-

ravenstvo (4.5.1) v bolee obwei forme: esli u i v – summi-

ruemye s kvadratom funkcii na M , ime�wie koneqnu� lip-

xicevu normu na vseh xarah v M i takie qto Eu = 0, to
(

Euv
)2 ≤

1

λ2
1

E|∇u|2E|∇v|2. Primen�� зto neravenstvo k u = g i v = eg/2 i

ispolьzu� sdelannye predpoloжeni�, imeem

(

Egeg/2
)2 ≤ 1

4λ2
1

E|∇g|2E|∇g|2eg ≤ λ2

4λ2
1

a2. (4.5.16)

Krome togo,

λ1 Var(geg/2) ≤ E|∇geg/2|2 ≤ E|∇g|2
(

1 + g/2
)2
eg

≤ a2 + E|∇g|2geg +
λ2

4
x2. (4.5.17)

Srednii qlen sprava ocenim po neravenstvu Koxi–Bun�kovsko-

go:

E|∇g|2geg = E
(

|∇g|eg/2
)(

|∇g|geg/2
)

≤ λ ax.

Poзtomu, soglasno (4.5.17),

λ1 Var(geg/2) ≤
(

a+
λx

2

)2

. (4.5.18)
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Kombiniru� (4.5.16) i (4.5.18), poluqaem:

x2 =
(

Egeg/2
)2

+ Var(geg/2) ≤ λ2

4λ2
1

a2 +
1

λ1

(

a+
λx

2

)2
.

to estь, (2λ1x)2 ≤ (λa)2 + λ1(2a+ λx)2. Ots�da

2λ1x ≤ λ a+ 2
√

λ1 a+
√

λ1 λx,

i, takim obrazom, (2λ1 −
√
λ1 λ)x ≤ (2

√
λ1 + λ) a. Teorema 4.5.1

dokazana.

Zameqanie 4.5.1. Neravenstvo (4.5.3) moжet bytь nemnogo usi-

leno, esli dopolnitelьno k uslovi�m teoremy 4.5.1 funkci� g

imeet simmetriqnoe raspredelenie (otnositelьno nul�):

Ee2
√
λ1tg ≤ 1 + t2

1− t2
, |t| < 1. (4.5.19)

Qtoby dokazatь зto, primenim (4.5.1) k funkcii sh(
√
λ1tg): tak

kak E sh(
√
λ1tg) = 0,

λ1 Var(sh(
√

λ1tg)) = λ1E sh2(
√

λ1tg) ≤ λ1t
2
E ch2(

√

λ1tg),

a зto i estь v toqnosti (4.5.19) (s uqetom, koneqno, simmetriq-

nosti raspredeleni� g).
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§ 4.6. O raspredelenii funkcionalov na vero�tnostnyh met-

riqeskih prostranstvah, podqin��wihs� logarifmi-

qeskim neravenstvam tipa Soboleva

Snova pustь (M,ρ, µ) – vero�tnostnoe metriqeskoe prostran-

stvo. Teperь naxei ishodnoi toqkoi budet logarifmiqeskoe ne-

ravenstvo tipa Soboleva

Ent(g2) ≤ 2cE|∇g|2, (4.6.1)

gde g – proizvolьna� funkci� na M , ime�wa� koneqnu� lip-

xicevu konstantu na vseh xarah v M , i c < +∞ ne zavisit ot g.

Napomnim, qto my ispolьzuem oboznaqenie

Ent(g) = Entµ(g) = Eg log g − Eg logEg

dl� зntropii g po otnoxeni� k µ (зtot funkcional korrektno

opredelen dl� vseh µ-izmerimyh g ≥ 0). Kak i neravenstvo ti-

pa Puankare, (4.6.1) obobwaets� na mnogomernye prostranstva

(Mn, ρ2, µ
n) bez izmeneni� posto�nnoi c. Poзtomu, izuqenie od-

nomernoi situacii avtomatiqeski vkl�qaet v seb� vozmoжnye

priloжeni� k mnogomernym zadaqam (naprimer, o koncentracii

prodakt-mery).

Zametim, qto neravenstvo (4.6.1) odnorodno, no ne invariant-

no otnositelьno operacii g → g + a, i poзtomu ono moжet bytь

formalьno usileno:

L(g) ≡ sup
a∈R

Ent
(

(g + a)2
)

≤ 2cE|∇g|2. (4.6.2)

Odnako, funkcional L ne moжet bytь tak �vno zapisan v termi-

nah raspredeleni� g, kak зntropi�. My poluqim ewe odnu зkvi-

valentnu� formu, esli primenim (4.6.1) k funkci�m vida eg/2:

Ent(eg) ≤ c

2
E|∇g|2eg. (4.6.3)
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Зto analitiqeskoe neravenstvo uжe invariantno otnositelьno

operacii g → g + a.

Legko proveritь, qto pri a → +∞ Ent
(

(g + a)2
)

→ 2 Var(g),

poзtomu (4.6.1) vleqet neravenstvo tipa Puankare (4.5.1) s kon-

stantoi λ1 =
1

c
. Tot fakt, qto (4.6.1) moжet bytь suwestvenno

silьnee, qem (4.5.1), pro�vl�ets�, naprimer, v povedenii зkspo-

nencialьnyh momentov lipxicevyh funkcii na M .

Vopros ob зksponencialьnyh momentah issledovals� mnogimi

avtorami posle togo, kak v 1975 g. neravenstva tipa (4.6.1) byli

vvedeny Grossom [138] na primere gaussovskogo prostranstva

(Rn, ρ, γn) (ρ – kanoniqeska� evklidova metrika). V qastnosti,

im bylo dokazano, qto v зtom prostranstve (4.6.1) vypoln�ets�

s (optimalьnoi) posto�nnoi c = 1. Po svidetelьstvu Grossa i

Rothauza [140] i Dзvisa i Saimona [122] vpervye vozmoжnostь

izuqeni� зksponencialьnyh momentov lipxicevyh funkcii na

osnove (4.6.1) bylo otmeqena Herbstom. V publikaci�h ego ide�

byla realizovana v [122] i mnogo pozdnee v rabote Aidy, Ma-

sudy i Xigekavy [54] (obnaruжivximi oxibku v rabote Dзvisa

i Saimona).

Napomnim osnovnoi argument. Pustь g – ograniqenna� funk-

ci� na M , taka� qto |∇g| ≤ 1 i Eg = 0. Esli primenitь (4.6.1)

k funkci�m vida etg
2/2, to my poluqim differencialьnoe nera-

venstvo pervogo por�dka

ty′(t) − y(t) log y(t) ≤ 2ct2 y′(t), t ≥ 0,

otnositelьno funkcii y(t) = Eetg
2

. Pri ”rexenii” зtogo diffe-

rencialьnogo neravenstva netrudno izvleqь ocenku [54]

Eetg
2 ≤ exp

{ t

1− 2ct
Eg2

}

, 0 ≤ t <
1

2c
. (4.6.4)

Tak kak Eg2 ≤ c (v silu neravenstva Puankare), moжno zakl�-

qitь, qto raspredelenie g imeet gaussovskie hvosty (v sluqae
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gaussovskogo prostranstva svoistvo (4.6.3) oqenь blizko k izo-

perimetriqeskomu neravenstvu).

Ledu ([175], [176]) primenil (4.6.1) k funkci�m vida etg/2:

esli teperь y(t) = Eetg
2

, to (4.6.1) vleqet drugoe (bolee pros-

toe) differencialьnoe neravenstvo

ty′(t) − y(t) log y(t) ≤ ct2

2
y(t), t ≥ 0,

kotoroe posle zameny y(t) = etu(t) sovsem uprowaets�: u′(t) ≤ c

2
.

Tak kak u(0+) = 0 (v silu uslovi� Eg = 0), srazu poluqaem, qto

Eetg ≤ ect
2/2, t ∈ R. (4.6.5)

Kak sledstvie, dl� vseh h ≥ 0

µ
{

g ≥ h
}

≤ e−h2/2c. (4.6.6)

Neravenstva, blizkie k (4.6.4) i (4.6.5), byli takжe poluqeny

Rothauzom [207], kotoryi issledoval povedenie momentov E|g|p

dl� lipxicevyh funkcii g.

Zdesь my obsudim dva rezulьtata, sv�zannye s logarifmiqes-

kimi neravenstvami tipa Soboleva. Osnovnoi vopros, kotoryi

nas budet interesovatь, sostoit v sledu�wem: ”Moжno li oce-

nitь na osnove (4.6.1) зksponencialьnye momenty funkcii g na

M v terminah raspredeleni� modul� gradienta |∇g|?” Vaжnym

primerom moжet sluжitь semeistvo neravenstv (0.14), poluqen-

nyh dl� gaussovskogo prostranstva (Rn, ρ, γn) Pizьe: dl� l�boi

vypukloi funkcii Ψ na R, dl� l�boi gladkoi (зkvivalentno –

lokalьno lipxicevoi) funkcii g na R
n so srednim Eg = 0,

EΨ(g) ≤
∫

Rn

∫

Rn

Ψ
( π

2
〈∇g(x), y〉

)

dγn(x) dγn(y).

Pri Ψ(x) = ex my prihodim k neravenstvu

Eeg ≤ Ee

π2

8
|∇g|2

. (4.6.7)
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Naskolьko optimalьno зto neravenstvo? �sno, qto dl� lipxi-

cevyh g (4.6.7) neskolьko huжe po sravneni� s (4.6.5). Okazy-

vaets�, oba зti neravenstva mogut bytь obъedineny i rassmat-

rivatьs� kak qastnye sluqai bolee obwego neravenstva dl� ve-

ro�tnostnyh metriqeskih prostranstv (M,ρ, µ), podqin��wihs�

logarifmiqeskomu neravenstvu (4.6.1). Imeet mesto

Teorema 4.6.1. Pustь vypolneno neravenstvo (4.6.1). Togda

dl� l�boi funkcii g na M so srednim Eg = 0, ime�wei koneq-

nu� lipxicevu konstantu na vseh xarah v M , i dl� vseh α > c/2,

Eeg ≤
(

Eeα |∇g|2
)c/(2α−c)

. (4.6.8)

V qastnosti, pri α = c my poluqaem

Eeg ≤ Eec |∇g|2 . (4.6.9)

Uжe v gaussovskom sluqae зto neravenstvo predstavl�et soboi

nekotoroe uluqxenie po sravneni� s (4.6.7), tak kak
π2

8
> c = 1.

Esli |∇g| ≤ 1, to soglasno (4.6.8), Eetg ≤ exp
{ αc

2α− c
t2
}

, i ust-

reml�� α → +∞, my prihodim k neravenstvu Ledu (4.6.5).

Dokazatelьstvo teoremy 4.6.1 tak жe, kak i dokazatelьstvo

neravenstva (4.6.5), v bolьxei stepeni osnovano na primenenii

зksponencialьnoi formy (4.6.3), neжeli ishodnogo neravenstva

(4.6.1). Poзtomu imeet smysl bratь v kaqestve osnovy (4.6.3),

priqem moжno trebovatь, qtoby зto neravenstvo vypoln�losь ne

dl� ”vseh” g, a lixь dl� funkcii iz kakogo-nibudь klassa. Na-

primer, kogda M = R
n, moжno rassmatrivatь (4.6.3) na klasse

vseh vypuklyh g, i togda (4.6.1) moжet okazatьs� suwestvenno

bolee silьnym predpoloжeniem. Privedem odin primer, il-

l�striru�wii primenenie takogo podhoda.

Teorema 4.6.2. Pustь µ – ravnomernoe raspredelenie na dis-

kretnom kube {−1, 1}n. Dl� l�boi differenciruemoi funkcii g
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na R
n, pokoordinatno vypukloi i so srednim Eg = 0,

Eeg ≤ Ee2 |∇g|2 . (4.6.10)

Pri зtom, esli |∇g| ≤ 1, to dl� vseh t ∈ R

Eetg ≤ et
2

. (4.6.11)

Kak sledstvie, my poluqaem neravenstvo (4.6.6) dl� uklone-

nii po otnoxeni� k mere µ s posto�nnoi c = 2 v klasse vseh lip-

xicevyh pokoordinatno vypuklyh funkcii g na R
n s nulevym

srednim:

µ
{

g ≥ h
}

≤ exp
{

− 1

4
h2
}

, h ≥ 0. (4.6.12)

Analogiqnoe neravenstvo dl� ukloneni g otnositelьno mediany

m(g),

µ{|g −m(g)| ≥ h} ≤ K exp
{

− 1

4

(

h−
√

log 2
)2}

, (4.6.13)

h ≥
√

log 2 (K – absol�tna� posto�nna�) v predpoloжenii vy-

puklosti g (vmesto pokoordinatnoi vypuklosti) bylo poluqeno

Talagranom kak sledstvie izoperimetriqeskih neravenstv dl�

mery µ na klasse vseh vypuklyh mnoжestv v R
n [216]. S hud-

xei konstantoi v зksponente (4.6.13) vpervye po�vilosь v rabote

Talagrana [213]; s drugoi storony, v [216] pokazano, qto mnoжi-

telь
1

4
ne moжet bytь uluqxen. Ne izvestno, odnako, moжno

li izbavitьs� ot qlena
√

log 2. Takжe ne izvestno, spravedlivo

li analogiqnoe neravenstvo v (4.6.12) dl� vero�tnostei levyh

uklonenii µ{g ≤ −h}.
Pristupim k dokazatelьstvam. Qtoby izbeжatь povtorenii

pri dokazatelьstve (4.6.8) i (4.6.10), rassmotrim bolee abstrak-

tnu� shemu. Pustь (M,µ) – vero�tnostnoe prostranstvo, i pred-

poloжim, qto na nekotorom semeistve X ograniqennyh izmeri-

myh funkcii na M opredelen operator Γ so sledu�wimi svoi-

stvami:
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1) ∀g ∈ X, Γ(g) – neotricatelьna� izmerima� funkci� na M ;

2) ∀g ∈ X, ∀a ∈ R, b ≥ 0, a+ bg ∈ X i Γ(a+ bg) = bΓ(g).

Lemma 4.6.1. Predpoloжim, qto dl� vseh g ∈ X

Ent(eg) ≤ EΓ(g)2eg. (4.6.14)

Togda dl� vseh g ∈ X so srednim Eg = 0 i vseh α > 1,

Eeg ≤
(

EeαΓ(g)
2
)1/(α−1)

. (4.6.15)

Dokazatelьstvo. Budem ispolьzovatь sledu�wee horoxo iz-

vestnoe predstavlenie dl� зntropii:

Ent(v) = supE vw,

gde v – proizvolьna� neotricatelьna� izmerima� funkci� na M ,

i supremum berets� po vsem izmerimym w na M , takim qto ma-

tematiqeskoe oжidanie E vw suwestvuet, priqem Eew ≤ 1. V

qastnosti,

Eew = 1 =⇒ Evw ≤ Ent(v). (4.6.16)

Pustь g ∈ X, α > 1. Esli EeαΓ(g)
2

= +∞, dokazyvatь neqego. V

protivnom sluqae poloжim β = logEeαΓ(g)
2

, tak qto Eew = 1 dl�

w = αΓ(g)2 − β. V silu (4.6.16), dl� vseh izmerimyh funkcii

v ≥ 0

Ent(v) ≥ E
(

αΓ(g)2 − β
)

v. (4.6.17)

Primenim (4.6.17) k v = eg i vospolьzuems� neravenstvom (4.6.14):

Ent(eg) ≥ E
(

αΓ(g)2 − β
)

eg ≥ αEnt(eg) − βEeg.

Sledovatelьno

Ent(eg) ≤ β

α− 1
Eeg. (4.6.18)
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Зto neravenstvo spravedlivo dl� vseh g ∈ X i znaqit dl� fun-

kcii vida tg, t > 0. Poloжim

β(t) = logEeαtΓ(g)
2

,

tak qto (4.6.18) dl� takih funkcii primet vid

Ent(etg) ≤ β(t2)

α− 1
Eetg. (4.6.19)

Esli teperь, sledu� vyvodu (4.6.5), opredelitь funkci� u(t),

t > 0, s pomowь� ravenstva Eetg = etu(t), to vvidu toжdestva

Ent(etg) = t2u′(t)etu(t), (4.6.19) uprowaets� sledu�wim obrazom:

u′(t) ≤ 1

α− 1

β(t2)

t2
, t > 0.

Zametim, qto funkci� β(t) vypukla, β(0) = 0, pri зtom β′(0) ≥ 0.

Sledovatelьno funkci� β(t)/t ne ubyvaet na intervale t > 0. V

qastnosti, pri 0 < t ≤ 1 u′(t) ≤ β(1)

α− 1
=

β

α− 1
. V silu uslovi�

Eg = 0, imeem u(0+) = 0, poзtomu u(1) ≤ β

α− 1
, to estь

Eeg = eu(1) ≤ e
β

α−1 .

Зto i estь iskomoe neravenstvo (4.6.15). Lemma 4.6.1 dokazana.

Dokazatelьstvo teorem 4.6.1 i 4.6.2. Uslovie (4.6.3) v teoreme

4.6.1 estь predpoloжenie (4.6.10) s operatorom Γ(g) =
√

c

2
|∇g|.

V silu lemmy 4.6.1, neravenstvo (4.6.9) imeet silu v klasse

X vseh ograniqennyh funkcii na M , ime�wih koneqnu� lip-

xicevu konstantu na vseh xarah vM i nulevoe srednee. Uslovie

ograniqennosti v (4.6.9) legko snimaets� s pomowь� procedury

useqenii. Takim obrazom, teorema 4.6.1 dokazana.

Dl� dokazatelьstva teoremy 4.6.2 vospolьzuems� logarifmi-

qeskim neravenstvom tipa Soboleva na diskretnom kube (Gross,

[138]):

Ent(g2) ≤ 2ED(g)2. (4.6.20)
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Zdesь g – proizvolьna� funkci� na {−1, 1}n, i D(g) – dlina dis-

kretnogo gradienta, t.e.,

D(g)(x) =

√

n
∑

i=1

∣

∣

g(x)− g(si(x))

2

∣

∣

2
, x ∈ {−1, 1}n,

(kak i ranee, si(x) – sosed x po i-mu napravleni�: (si(x))j = xi

pri j 6= i i (si(x))i = −xi).
Pustь g – differenciruema� funkci� na kube [−1, 1]n, vypuk-

la� po kaжdoi peremennoi. Zametim, qto dl� l�boi differen-

ciruema� funkcii v na [−1, 1] (v(1) − v(−1))2 ≤ v′(1)2 + v′(−1)2,

sledovatelьno

D(g)2(x) ≤ |∇g(x)|2 +
n
∑

i=1

∣

∣

∂g(si(x))

∂xi

∣

∣

2
, x ∈ {−1, 1}n.

Mera µ invariantna otnositelьno otobraжeni� x → si(x), po-

зtomu dl� vseh i ≤ n E
∣

∣

∂g(si(x))

∂xi

∣

∣

2
= E

∣

∣

∂g(x)

∂xi

∣

∣

2
. Sledovatelьno

ED(g)2 ≤ 2E|∇g|2, i v silu (4.6.20),

Ent(g2) ≤ 4E|∇g|2. (4.6.21)

Primen�� (4.6.21) k funkcii eg/2 (a ona toжe differenciruema

i vypukla po kaжdoi peremennoi), poluqaem, qto

Ent(eg) ≤ E|∇g|2eg. (4.6.22)

Takim obrazom, vypoln��ts� uslovi� lemmy 4.6.1 dl� opera-

tora Γ(g) = |∇g|, opredelennogo na klasse X vseh differencirue-

myh funkcii na kube [−1, 1]n, vypuklyh po kaжdoi peremennoi.

Kak rezulьtat, dl� vseh g ∈ X i vseh α > 1

Eeg ≤
(

Eeα|∇g|2
)1/(α−1)

. (4.6.23)

Pri α = 2 my prihodim k (4.6.10). Esli |∇g| ≤ 1, to poluqaem

Eetg ≤ eαt
2/(α−1), i ustreml�� α → +∞, prihodim k (4.6.11). Te-

orema 4.6.2 toжe dokazana.
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Zameqanie 4.6.1. Legko pokazatь, qto (4.6.22) spravedlivo

dl� proizvolьnyh funkcii g na diskretnom kube, esli |∇g| za-
menitь na modulь diskretnogo gradienta D(g). Kak sledstvie

lemmy 4.6.1, my poluqaem diskretnyi analog (4.6.23) i, v qast-

nosti, neravenstvo

Eeg ≤ Ee2D(g)2 . (4.6.24)

Moжno rassmatrivatь (4.6.24) i kak diskretnyi analog nera-

venstva Pizьe (4.6.7) dl� gaussovskoi mery γn (vopros o spra-

vedlivosti takogo neravenstva byl podn�t Pizьe [202]).

Zameqanie 4.6.2. S hudxei, no universalьnoi posto�nnoi pe-

red E|∇g|2eg, Ledu [177] ustanovil neravenstvo (4.6.22) po ot-

noxeni� k proizvolьnym prodakt-meram µ = µ1×· · ·×µn na kube

[−1, 1]n (v tom жe klasse X). Imenno, imeet mesto neravenstvo

Entµ(eg) ≤ 2Eµ|∇g|2eg.

Kak sledstvie lemmy 4.6.1, my poluqaem analog (4.6.10) s po-

sto�nnoi 4 v зksponente (vmesto 2).
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§ 4.7. Vero�tnostnye mery na pr�moi, udovletvor��wie

logarifmiqeskim neravenstvam tipa Soboleva

Zdesь my dadim harakterizaci� vseh vero�tnostnyh mer µ na

pr�moi R, kotorye udovletvor��t logarifmiqeskomu neraven-

stvu tipa Soboleva

Ent(g2) ≤ cE|g′|2 (4.7.1)

s nekotoroi posto�nnoi c < +∞, ne zavis�wei ot g (g – proiz-

volьna� gladka�, t.e., nepreryvno differenciruema� funkci� na

R ili, qto зkvivalentno, – proizvolьna� absol�tno nepreryv-

na� funkci� na R, i togda g′ – ee proizvodna� v smysle Radona–

Nikodima). Matematiqeskoe oжidanie i зntropi� v (4.7.1) po-

nima�ts� v smysle mery µ.

Oboznaqim qerez F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ R, funkci� raspre-

deleni� i qerez f – plotnostь absol�tno nepreryvnoi kompo-

nenty mery µ (po otnoxeni� k mere Lebega). Oboznaqim qerez

m = m(µ) (l�bu�) medianu mery µ i opredelim

D0 = sup
x<m

F (x) log
1

F (x)

∫ m

x

1

f(t)
dt,

D1 = sup
x>m

(1 − F (x)) log
1

1− F (x)

∫ x

m

1

f(t)
dt.

Esli µ((−∞,m)) = 0 i/ili µ((m,+∞)) = 0, to sootvetstvenno

polagaem D0 = 0 i D1 = 0. Naxei celь� budet

Teorema 4.7.1. Dl� optimalьnoi posto�nnoi c v (4.7.1) spra-

vedlivy neravenstva

K0(D0 +D1) ≤ c ≤ K1(D0 +D1), (4.7.2)

gde K0 i K1 – nekotorye absol�tnye posto�nnye (moжno polo-

жitь K0 = 1/150, K1 = 360).
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Takim obrazom, c < +∞ togda i tolьko togda, kogda D0 +D1 <

+∞.

V dalьneixem budem sqitatь, qto mera µ ne vyroжdena (ne

sosredotoqena v toqke m). Shematiqno plan dokazatelьstva teo-

remy 4.7.1 sostoit v sledu�wem: qerez formu (4.6.2) my snaqala

transformiruem (4.7.1) v neravenstvo tipa Hardi (4.3.12), no ne

v prostranstve Lp, a v podhod�wem prostranstve Orliqa, obob-

wim rezulьtat Artoly, Talenti i Tomaselli (toqnee teoremu

4.3.3 pri p = 2) na idealьnye banahovy prostranstva (v qast-

nosti, na prostranstva Orliqa), i zatem primenim poluqennoe

obobwenie pri vyvode (4.7.2).

Nam potrebuets� rassmatrivatь dva prostranstva Orliqa LN

i LΨ, poroжdennye funkci�mi �nga

N(x) = x2 log(1 + x2) i Ψ(x) = |x| log(1 + |x|), x ∈ R.

Kak obyqno, norma v takih prostranstvah oboznaqaets� sootvet-

stvenno ‖g‖N i ‖g‖Ψ, v to vrem� kak ‖g‖p oboznaqaet normu v

prostranstve Lp (p ≥ 1). Napomnim, qto

‖g‖N = inf
{

λ > 0 : EN(g/λ) ≤ 1
}

.

Analogiqno opredel�ets� ‖g‖Ψ. Oqevidno, N i Ψ sv�zany soot-

noxeniem N(x) = Ψ(x2), tak qto ‖g2‖Ψ = ‖g‖2N .

V (4.6.2) my vveli funkcional

L(g) = sup
a∈R

Ent
(

(g + a)2
)

,

v terminah kotorogo (4.7.1) зkvivalentno zapisyvaets� kak ne-

ravenstvo

L(g) ≤ cE|g′|2. (4.7.3)

Qtoby sv�zatь (4.7.3) s bolee privyqnymi neravenstvami, do-

kaжem sledu�wee utverжdenie.
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Lemma 4.7.1. Pustь (M,µ) – vero�tnostnoe prostranstvo. Dl�

vseh g ∈ LN (M,µ)

2

3

∥

∥g − Eµg
∥

∥

2

N
≤ L(g) ≤ 5

2

∥

∥g − Eµg
∥

∥

2

N
. (4.7.4)

Takim obrazom, logarifmiqeskoe neravenstvo tipa Soboleva

(4.6.1) s toqnostь� do absol�tnogo mnoжitel� K зkvivalentno

neravenstvu tipa Puankare

‖g − Eg‖N ≤ K
√
c ‖∇g‖2.

V interesu�wem nas sluqae M = R зto neravenstvo moжet bytь

dalee svedeno k neravenstvu tipa Hardi, kak pokazyvaet sle-

du�wee utverжdenie. Dl� funkcii g, opredelennyh na R, budem

ispolьzovatь oboznaqeni� g0 = g 1(−∞,m], g1 = g 1[m,+∞).

Lemma 4.7.2. Dopustim, qto dl� vseh gladkih funkcii g na R

Ent(g2) ≤ cE|g′|2. (4.7.5)

Togda dl� vseh gladkih funkcii g na R, takih qto g(m) = 0,

∥

∥g20
∥

∥

Ψ
+
∥

∥g21
∥

∥

Ψ
≤ dE|g′|2 (4.7.6)

s posto�nnoi d = 75c/2. Obratno, (4.7.6) vleqet (4.7.5) s posto�n-

noi c = 45d.

Pri dokazatelьstve lemm 4.7.1 i 4.7.2 nam potrebuets�

Lemma 4.7.3. ‖g‖1 ≤ ‖g‖2 ≤
√
5

2
‖g‖N dl� vseh g ∈ LN (M,µ).

Dokazatelьstvo. Ne umal�� obwnosti, pustь ‖g‖N = 1. Tak

kak EΨ(g2) = EN(g) = 1, po neravenstvu Iensena Ψ
(

Eg2
)

≤ 1.

Sledovatelьno Eg2 ≤ Ψ−1(1) < 5/4, tak kak Ψ(5/4) = 1.014 . . . > 1

(Ψ−1 – funkci�, obratna� k Ψ, suжennoi na [0,+∞)). Takim ob-

razom, ‖g‖2 <
√

5/4.
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Dokazatelьstvo lemmy 4.7.1. Moжno sqitatь, qto Eg = 0 i

‖g‖N = 1. Qtoby dokazatь vtoroe neravenstvo v (4.7.4), vospolь-

zuems� neravenstvom Rothauza ([N], lemma 10)

L(g) ≤ Ent(g2) + 2Eg2 (Eg = 0). (4.7.7)

Rassmotrim funkci� U(x) = 2x − x log x, x ≥ 0, i zametim, qto

Eg2 log g2 ≤ Eg2 log(1 + g2) = EN(g) = 1. Sledovatelьno

Ent(g2) + 2Eg2 = Eg2 log g2 + U
(

Eg2
)

≤ 1 + U
(

Eg2
)

. (4.7.8)

Funkci� U(x) vozrastaet na intervale 0 ≤ x ≤ e, poзtomu, v

silu lemmy 4.7.3, U(Eg2) < U
( 5

4

)

=
5

2
−Ψ

( 5

4

)

<
5

2
−1 =

3

2
. Kom-

biniru� (4.7.7) i (4.7.8), poluqaem L(g) ≤ 5/2, qto i dokazyvaet

vtoroe neravenstvo v (4.7.4)

Qtoby vyvesti pervoe neravenstvo v (4.7.4), budem sqitatь,

qto g ∈ LN (M,µ), Eg = 0 i (po odnorodnosti), qto L(g) = 2. Tak

kak v obwem sluqae

Eg2 − (Eg)2 =
1

2
lim

|a|→∞
Ent

(

(g + a)2
)

≤ 1

2
L(g),

imeem Eg2 ≤ 1, i poзtomu Eg2 logEg2 ≤ 0. Sledovatelьno,

Eg2 log g2 = Ent(g2) + Eg2 logEg2 ≤ Ent(g2) ≤ L(g) = 2.

No, kak netrudno videtь, Ψ(x) ≤ 1 + x log x pri x ≥ 0, poзtomu

EN(g) = EΨ(g2) ≤ 1 + Eg2 log g2 ≤ 3.

Primen�� зlementarnoe neravenstvo N
( x√

3

)

≤ 1

3
N(x), poluqa-

em EN
( g√

3

)

≤ 1, to estь,
∥

∥

g√
3

∥

∥

N
≤ 1. Takim obrazom, ‖g‖2N ≤

3 =
3

2
L(g). Lemma 4.7.1 dokazana.

Pri dokazatelьstve lemmy 4.7.2 nam potrebuets�
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Lemma 4.7.4. Dl� l�boi funkcii g ∈ LN (R, µ)

∥

∥g − Eg
∥

∥

N
≤ 3 ‖g‖N . (4.7.9)

Krome togo, esli g = 0 na (−∞,m), to

‖g‖N ≤ 5
∥

∥g −Eg
∥

∥

N
. (4.7.10)

Dokazatelьstvo. V silu lemmy 4.7.3, imeem

∥

∥g − Eg
∥

∥

N
≤ ‖g‖N + ‖g‖1 ≤ 3‖g‖N .

Зto dokazyvaet (4.7.9). Qtoby vyvesti (4.7.10), zametim, qto

po neravenstvu Koxi–Bun�kovskogo (s uqetom togo, qto m – me-

diana mery µ) i snova v silu lemmy 4.7.3,

∣

∣Eg
∣

∣ =
∣

∣Eg 1(−∞,m)

∣

∣ ≤ ‖g‖2
1√
2

≤
√

5

8
‖g‖N .

Sledovatelьno

‖g‖N ≤
∥

∥g − Eg
∥

∥

N
+
∣

∣Eg
∣

∣ ≤
∥

∥g −Eg
∥

∥

N
+
√

5

8
‖g‖N .

Takim obrazom, ‖g‖N ≤ 1

1−
√

5

8

∥

∥g − Eg
∥

∥

N
≤ 5

∥

∥g −Eg
∥

∥

N
.

Dokazatelьstvo lemmy 4.7.2. Snaqala vyvedem neravenstvo

(4.7.6), opira�sь na (4.7.5). V silu lemmy 4.7.1, dl� l�boi

gladkoi funkcii g ∈ LN (R, µ)

2

3

∥

∥g − Eg
∥

∥

2

N
≤ cE|g′|2. (4.7.11)

V takom neravenstve uslovie gladkosti g moжet bytь, oqevidno,

oslableno do uslovi� absol�tnoi nepreryvnosti. Deistvitelь-

no, moжno zapisatь (4.7.11) v terminah proizvodnoi Radona–Ni-

kodima g′, i esli зto neravenstvo vypoln�ets� dl� nepreryvnyh

g′, to ono budet vypoln�tьs� i dl� lokalьno summiruemyh (po
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mere Lebega) g′. Zametim, qto takoi argument pozvol�et za-

menitь meru µ v pravoi qasti (4.7.11) na ee absol�tno nepre-

ryvnu� komponentu, i znaqit integral v зtoi pravoi qasti moж-

no rassmatrivatь lixь na mnoжestve polnoi lebegovoi mery, v

qastnosti, na mnoжestve R\{m}. Sledovatelьno, v predpoloжe-

nii g(m) = 0 moжno primenitь (4.7.11) k funkci�m g0 i g1:

2

3

∥

∥g0 −Eg0
∥

∥

2

N
≤ c

∫ m

−∞
|g′(x)|2dµ(x),

2

3

∥

∥g1 − Eg1
∥

∥

2

N
≤ c

∫ +∞

m

|g′(x)|2dµ(x)

(integraly sprava beruts� po otkrytym intervalam (−∞,m) i

(m,+∞)). Primen�� neravenstvo (4.7.10) i toжdestvo ‖g‖2N =

‖g2‖Ψ, poluqaem

2

75

∥

∥g20
∥

∥

Ψ
≤ c

∫ m

−∞
|g′(x)|2dµ(x),

2

75

∥

∥g21
∥

∥

Ψ
≤ c

∫ +∞

m

|g′(x)|2dµ(x).

Skladyva� зti neravenstva, prihodim k (4.7.6).

Pri vyvode (4.7.5) iz (4.7.6) budem ispolьzovatь neravenstvo

(4.7.9). Pustь snaqala g(m) = 0. Tak kak g = g0 + g1, imeem

‖g − Eg‖2N ≤
(

‖g0 −Eg0‖N + ‖g1 −Eg1‖N
)2

≤ 9
(

‖g0‖N + ‖g1‖N
)2 ≤ 18

(

‖g0‖2N + ‖g1‖2N
)

= 18
(

‖g20‖Ψ + ‖g21‖Ψ
)

≤ 18dE|g′|2

(neravenstvo (4.7.6) ispolьzovalosь na poslednem xage). Pri-

men�� teperь lemmu 4.7.1, poluqaem

L(g) ≤ 5

2
‖g − Eg‖2N ≤ 45dE|g′|2.

Зto neravenstvo invariantno otnositelьno sdvigov g → g+const,

poзtomu uslovie g(m) = 0 moжet bytь sn�to. Nakonec, tak kak
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Ent(g2) ≤ L(g) dl� vseh absol�tno nepreryvnyh g ∈ LN (R, µ),

poluqaem Ent(g2) ≤ 45dE|g′|2. Neravenstvo (4.7.5) i s nim lemma

4.7.2 dokazany.

Ne umal�� obwnosti, budem dalee predpolagatь, qto m(µ) = 0.

Teperь my moжem skoncentrirovatьs� na harakterizacii mer µ,

udovletvor��wih neravenstvam tipa Hardi (4.7.6) po otnoxe-

ni� k norme Orliqa v prostranstve LΨ. Nam budet udobnee

snaqala dokazatь odno utverжdenie o proizvolьnyh idealьnyh

banahovyh prostranstvah X λ-izmerimyh funkcii na poluosi

M = (0,+∞) i lixь zatem dvaжdy primenitь obwii rezulьtat k

prostranstvu X = LΨ(M,λ) (v roli λ budet snaqala vystupatь

suжenie µ na poluosь (0,+∞), a potom – mera λ(A) = µ(−A),

A ⊂ (0,+∞)).

Itak, pustь λ – neotricatelьna� koneqna� mera na poluosi

(0,+∞), i pustь (X, ‖ · ‖) – idealьnoe banahovo prostranstvo λ-

izmerimyh funkcii (opredeleni� byli dany v § 1.6; sm. [16],

[165]). Oboznaqim qerez fλ plotnostь absol�tno-nepreryvnoi

komponenty mery λ po otnoxeni� k mere Lebega. Spravedliva

Lemma 4.7.5. Pustь C = C(X,λ) optimalьna� posto�nna� v

neravenstve

‖g2‖ ≤ C Eλ|g′|2, (4.7.12)

gde g ∈ X – proizvolьna� gladka� funkci� na [0,+∞), taka� qto

g(0) = 0. Togda B ≤ C ≤ 4B, gde

B = B(X,λ) = sup
x>0

∥

∥ 1(x,+∞)

∥

∥

∫ x

0

dt

fλ(t)
. (4.7.13)

Dokazatelьstvo. Pustь ν – neotricatelьna� koneqna� mera na

poluosi (0,+∞). Oboznaqim qerez C(ν, λ) optimalьnu� posto�n-

nu� v neravenstve

‖g‖2L2(ν) ≤ C(ν, λ) ‖g′‖2L2(λ)
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pri teh жe uslovi�h na g. Opredelim takжe

B(ν, λ) = sup
x>0

ν((x,+∞))

∫ x

0

dt

fλ(t)

(polagaem B(ν, λ) = 0, esli ν = 0). V silu teoremy 4.3.3 s p = 2

B(ν, λ) ≤ C(ν, λ) ≤ 4B(ν, λ). (4.7.14)

Predstavim normu v X v vide

‖g‖ = sup
v∈V

∫ ∞

0

|g(x)|v(x) dλ(x), (4.7.15)

gde V nekotoroe semeistvo neotricatelьnyh ograniqennyh izme-

rimyh (po Borel�) funkcii v na (0,+∞), i vvedem mery νv(dx) =

v(x)λ(dx). Togda neposredstvenno v silu sdelannyh opredelenii

posto�nnyh C i B i predstavleni� (4.7.15), my poluqim

C(X,λ) = sup
v∈V

C(νv, λ), B(X,λ) = sup
v∈V

B(νv, λ).

Sledovatelьno, primen�� (4.7.14), poluqaem trebuemye sootno-

xeni� B(X,λ) ≤ C(X,λ) ≤ 4B(X,λ). Lemma 4.7.5 dokazana.

V qastnom sluqae, kogda X = LΨ(λ), imeem

∥

∥ 1(x,+∞)

∥

∥

Ψ
=

1

Ψ−1

(

1

λ((x,+∞))

) ,

gde, kak obyqno, Ψ−1 oboznaqaet funkci�, obratnu� k Ψ(x) =

x log(1 + x), x ≥ 0. Poзtomu, soglasno opredeleni� posto�nnoi

B v (4.7.13), optimalьna� posto�nna� C v neravenstve (4.7.12)

dl� normy ‖ · ‖ = ‖ · ‖Ψ udovletvor�et, v silu lemmy 4.7.5, soot-

noxeni�m

C ≥ sup
x>0

1

Ψ−1
( 1

λ((x,+∞))

)

∫ x

0

dt

fλ(t)
, (4.7.16)

C ≤ 4 sup
x>0

1

Ψ−1
( 1

λ((x,+∞))

)

∫ x

0

dt

fλ(t)
. (4.7.17)
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Qtoby uprostitь s toqnostь� do absol�tnyh mnoжitelei vy-

raжeni� v pravyh qast�h зtih neravenstv, dokaжem sledu�wee

зlementarnoe utverжdenie.

Lemma 4.7.6. Pustь c1 =
1

2
, c2 = 2. Dl� vseh t ≥ 2

c1
t

log t
≤ Ψ−1(t) ≤ c2

t

log t
. (4.7.18)

Dokazatelьstvo. Pervoe neravenstvo v (4.7.18), to estь, nera-

venstvo

Ψ
( c1t

log t

)

=
c1t

log t
log
(

1 +
c1t

log t

)

≤ t,

v silu togo, qto
c1

log t
≤ 1 pri t ≥ 2 i c1 =

1

2
, vytekaet iz bolee

silьnogo neravenstva
c1t

log t
log(1 + t) ≤ t, kotoroe зkvivalentno

neravenstvu 1 + t ≤ t2. Poslednee oqevidno.

Vtoroe neravenstvo v (4.7.18)
c2t

log t
log
(

1 +
c2t

log t

)

≥ t moжet

bytь zapisano v vide

1 +
c2t

log t
≥ t1/c2

i budet sledovatь iz neravenstva
c2t

log t
≥ t1/c2. Pri c2 = 2 po-

slednee зkvivalentno neravenstvu u(t) =
log t

2
√
t

≤ 1. Funkci� u

dostigaet maksimum na intervale [2,+∞) v toqke t = e2, i osta-

ets� zametitь, qto u(e2) = 1/e < 1. Lemma 4.7.6 dokazana.

Ostaets� sdelatь poslednii xag.

Dokazatelьstvo teoremy 4.7.1. Neravenstvo (4.7.6) зkviva-

lentno odnovremennomu vypolneni� dvuh neravenstv:

∥

∥g20
∥

∥

Ψ
≤ d

∫ 0

−∞
|g′0(x)|2dµ(x), (4.7.19)

∥

∥g21
∥

∥

Ψ
≤ d

∫ ∞

0

|g′1(x)|2dµ(x), (4.7.20)

gde g0 i g1 – proizvolьnye gladkie funkcii, opredelennye so-

otvetstvenno na poluos�h (−∞, 0] i [0,+∞) i takie, qto g0(0) =
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g1(0) = 0. Primenim (4.7.16)–(4.7.18) k suжeni� λ mery µ na

poluosь (0,+∞): optimalьna� posto�nna� d1 (v roli d) v nera-

venstve (4.7.20) dolжna udovletvor�tь sootnoxeni�m

d1 ≥ 1

2
sup
x>0

µ((x,+∞)) log
1

µ((x,+∞))

∫ x

0

dt

f(t)
,

(4.7.21)

d1 ≤ 8 sup
x>0

µ((x,+∞)) log
1

µ((x,+∞))

∫ x

0

dt

f(t)
.

(4.7.22)

Primen�� lemmu 4.7.6, my ispolьzovali tot fakt, qto pri x > 0

t =
1

µ((x,+∞))
≥ 2 (qto verno, tak kak m = 0 – mediana µ). Vspo-

mina� opredeleni� D1, moжno perepisatь (4.7.21)–(4.7.22) v vide

1

2
D1 ≤ d1 ≤ 8D1. (4.7.23)

Po analogiqnym priqinam, primen�� lemmu 4.7.5 i lemmu 4.7.6

k mere λ(A) = µ(−A), A ⊂ (0,+∞), zakl�qaem, qto optimalьna�

posto�nna� d0 (v roli d) v neravenstve (4.7.19) dolжna udovlet-

vor�tь sootnoxeni�m

1

2
D0 ≤ d0 ≤ 8D0 (4.7.24)

Zdesь my ewe vospolьzovalisь tem oqevidnym faktom, qto v

opredelenii D0 F (x) moжno zamenitь na F (x−) = µ((−∞, x)).

V silu lemmy 4.7.2, neravenstvo (4.7.6), to estь, neravenstva

(4.7.19)–(4.7.20), vypoln��ts� s posto�nnoi d = 75c/2. No tak

kak d = max(d0, d1) optimalьna dl� odnovremennogo vypolneni�

(4.7.19) i (4.7.20), zakl�qaem, s uqetom (4.7.23)–(4.7.24), qto
1

2
max(D0, D1) ≤ 75c/2. Ots�da D0 +D1 ≤ 150 c, tak qto pervoe

neravenstvo v (4.7.2) v teoreme 4.7.1 spravedlivo pri K0 = 1/150.

Obratno, snova v silu lemmy 4.7.2, c ≤ 45 d = 45 max(d0, d1),

tak qto, primen�� teperь pravye neravenstva v (4.7.23)–(4.7.24),

poluqaem c ≤ 45 · 8 max(D0, D1) ≤ 360 (D0 + D1). Sledovatelьno

vtoroe neravenstvo v (4.7.2) spravedlivo pri K1 = 360.

Teorema 4.7.1 dokazana polnostь�.
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§ 4.8. Primeqani�

Izloжenie §§ 4.1–4.2 sleduet rabote [80]. Зlegantnoe dokaza-

telьstvo lemmy 4.1.1 naideno A.V.Жubrom (pervonaqalьnoe do-

kazatelьstvo ispolьzovalo variacionnye rassuжdeni�, priqem

v uslovii (4.1.9) predpolagalosь (dostatoqnoe dl� dalьneixih

nuжd) ravenstvo vmesto neravenstva. Dokazatelьstvo teoremy

4.2.1 nemnogo uproweno: zdesь my sleduem osnovnoi linii is-

polьzovani� neravenstv vida (4.2.11), v to vrem� kak indukci-

onnyi xag dokazatelьstva v [80] byl osnovan na neravenstvah

vida Var(g) ≤ E
√

1 + C(a)2|∇g|2 − 1. Interesno, qto dva podhoda

privod�t k odnoi i toжe absol�tnoi posto�nnoi
1

2
√
6
.

Izoperimetriqeskie konstanty moжno opredel�tь bolee obwo

i po otnoxeni� k nekotoroi poloжitelьnoi na (0,1) funkcii I:

IsI(µ) = inf
0<µ(A)<1

µ+(A)

I(min(µ(A), 1− µ(A))
.

Naprimer, dl� (normalizovannoi) mery Lebega na n-mernom

mnogoobrazii taku� konstantu estestvenno opredel�tь po otno-

xeni� k funkcii I(t) = t(n−1)/n (sm. [183], [121], [107]). Qtoby

kontrolirovatь gaussovskie hvosty lipxicevyh funkcionalov

na metriqeskom prostranstve, takжe opredel��t t.n. logarif-

miqesku� izoperimetriqesku� konstantu po otnoxeni� k fun-

kcii I(t) = t
√

log t ([172]). Suwestvu�t i diskretnye analogi

izoperimetriqeskih konstant i sv�zannye s nimi neravenstva

tipa Qigera ([56], [170], [208]). Otmetim, qto Buzer [96], [97]

naxel nekotoroe obrawenie neravenstva Qigera.

Neravenstvo (4.3.12) bylo ustanovleno Hardi dl� (nevero�t-

nostnyh) mer na (0,+∞) s plotnost�mi dµ(x)/dx = x−r, dλ(x)/dx =

x−r+p pri p > 1, r > 1 s (optimalьnoi) posto�nnoi C =
p

r − 1
(sm.

[44], [25]). Portnov [31] i Sysoeva [41] poluqili obobwenie зto-
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go rezulьtata kak sootnoxenie meжdu normami

‖g‖Lq(µ) ≤ C ‖g′‖Lp(λ), g(0) = 0, (4.8.1)

s raznymi, no ne l�bymi vesami W = dµ(x)/dx, V = dλ(x)/dx

(W �vno opredel�losь qerez V ). V qastnosti, iz poluqennyh

imi sootnoxenii vytekaet upom�nuta� Teorema B. Teorema 4.3.3

sootvetstvuet v (4.8.2) sluqa� p = q. Esli p 6= q, to uslovi�, pri

kotoryh proizvolьnye neotricatelьnye mery µ i λ na (0,+∞)

podqin��ts� neravenstvu (4.8.1) s nekotoroi koneqnoi posto�n-

noi C byli naideny Mazь� i Rozinym [25], [189], a takжe pri

p < q – Kokilaxvili [17]. Otmetim takжe, qto mnogomernye

neravenstva tipa Hardi ime�t vid

‖g‖Lp(M,W (x)dx) ≤ C ‖∇g‖Lp(M,V (x)dx),

gde M – oblastь v R
n, priqem vesa W i V �vl��ts� (stepen-

nymi) funkci�mi ot dist(∂M, x). Takie neravenstva izuqalisь

mnogimi avtorami (sm. [164], [230], [143]), odnako, ne�sno, kak

oni sv�zany s mnogomernymi neravenstvami tipa Puankare (v

otliqie ot odnomernyh neravenstv).

Teorema 4.4.1 dokazana v [75], a teoremy 4.4.2 i 4.4.3 – v [81].

Razliqnye verhnie i niжnie ocenki dl� dispersii Var(g(ξ)) v

terminah proizvodnoi g′(ξ), a takжe sv�zannye s nimi harak-

terizacii normalьnogo i drugih raspredelenii i priloжeni� k

centralьnoi predelьnoi teoreme izuqalisь, krome uжe otmeqen-

nyh, v rabotah Uteva, Kakullosa, Papatanasiu, Papadatosa [15],

[42], [98]-[104], Qena, Lu [110]-[112], Udrз, Peres-Abreu, Sur-

gailisa [153], [155], [156]. Sm. takжe rabotu Kvapen�, Lataly i

Olexkeviqa [166], gde neravenstva tipa Hinqina–Kahana usta-

navliva�ts� na osnove neravenstv tipa Puankare.

Teorema 4.5.1 dokazana v [83] (tam жe otmeqeno i neravenstvo

(4.5.19)). Teorema 4.5.2 privodits� vpervye.
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Teorema 4.6.1, neravenstvo (4.6.10) i teorema 4.7.1 dokazany

v [76], a neravenstvo (4.6.11) – v [5]. V [76] takжe izuqalasь

sv�zь meжdu logarifmiqeskimi neravenstvami tipa Soboleva i

transportnoi zadaqei.

Suwestvuet neskolьko razliqnyh podhodov k dokazatelьstvu

gaussovskogo lofarifmiqeskogo neravenstva Grossa (sm. [205],

[49], [105], [176], [139]). Naprimer, зto neravenstvo moжno ras-

smatrivatь kak sledstvie gaussovskogo izoperimetriqeskogo ne-

ravenstva [176], no, qto interesno, ego moжno izvleqь, i opi-

ra�sь tolьko na (formalьno zavedomo bolee slaboe) neraven-

stvo tipa Puankare dl� gaussovskoi mery. Takoe nabl�denie

bylo sdelano v [83], gde byli vvedeny tak nazyvaemye modifi-

cirovannye logarifmiqeskie neravenstva tipa Soboleva (t.e.,

(4.6.3) pri dopolnitelьnom uslovii |∇g|≤β i s posto�nnoi c, za-

vis�wei ot β). Takie neravenstva nos�t oqenь xirokii harakter

i spravedlivy, naprimer, esli vypoln�ets� neravenstvo tipa

Puankare. Krome togo, oni okazyva�ts� poleznym instrumen-

tom pri izuqenii svoistva koncentracii prodakt-mer na R
n (i,

bolee obwo, na abstraktnyh metriqeskih prostranstvah) po ot-

noxeni� k operacii rasxireni� mnoжestv U(A)=A+hB1+
√
hB2.

Logarifmiqeskie neravenstva tipa Soboleva izvestny i dl�

nekotoryh negaussovskih mer, naprimer, dl� ravnomernogo ras-

predeleni� na sfere (Mь�ler i Vaisler [194]). Sledovatelьno

na sfere takжe vypoln��ts� neravenstva vida (4.6.8)–(4.6.9).

Diskretnye logarifmiqeskie neravenstva tipa Soboleva izuqa-

lisь v [125], [208] (v sv�zi s zadaqai o skorosti shodimosti mar-

kovskih cepei k stacionarnomu raspredeleni�), sm. takжe [140],

[84]. Posto�nna� ρ = 1/(2c) v (4.6.1) (esli ona optimalьna) nazy-

vaets� logarifmiqeskoi posto�nnoi Soboleva, i ee ocenivani�

posv�weno uжe mnogo rabot (sm. napr. M.F.Qen i Vang [114]).
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PRILOЖENIE

Nekotorye analitiqeskie svoistva izoperimetriqeskoi

funkcii ravnomernogo raspredeleni� na sfere

Zdesь my dokaжem lemmu 1.7.1 (a s nei i teoremu 1.7.2), ut-

verжda�wu�, qto funkci�

z(p) =
p q

Iσn(p)
, q = 1 − p, p ∈ (0, 1),

vognuta. Kak i ranee, Iσn oboznaqaet izoperimetriqesku� fun-

kci� ravnomernogo raspredeleni� σn (to estь, normirovannoi

mery Lebega) na n-mernoi sfere Sn(r) ⊂ R
n+1 radiusa r > 0. So-

glasno teoreme P.Levi ob izoperimetriqeskom svoistve xarov

na sfere, funkci� Iσn ne�vno zapisyvaets� v vide (sm. (1.7.4))

Iσn
(p) = σ+

n (B),

gde B – (l�boi) xar na Sn(r) mery p = σn(B). Kak obyqno, σ+
n

oboznaqaet perimetr v smysle σn po otnoxeni� k geodeziqesko-

mu (ili, qto зkvivalentno, – evklidovomu) rassto�ni� na Sn(r).

Nam budet udobnee zapisatь Iσn v drugom vide. Oboznaqim qe-

rez Fn funkci� raspredeleni� sluqainoi veliqiny x → x1 (na

vero�tnostnom prostranstve (Sn(r), σn)):

Fn(t) = σn(Bn(t)) pri |t| < r,

gde Bn(t) =
{

x ∈ Sn(r) : x1 ≤ t
}

. Oboznaqim qerez F−1
n : (0, 1) →

(−r, r) obratnu� funkci�, tak qto Iσn
(p) = σ+

n

(

Bn

(

F−1
n (p)

))

.

Qerez sn budem vsegda oboznaqatь plowadь poverhnosti Sn(1).

Lemma 1. Pustь n ≥ 2. Dl� vseh p ∈ (0, 1)

Iσn
(p) =

sn−1

sn rn

(

r2 − (F−1
n (p))2

)(n−1)/2
. (1)
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Pri зtom, Fn imeet plotnostь

fn(t) =
sn−1

rn−1sn

(

r2 − t2
)(n−2)/2

, |t| < r. (2)

Naprimer, pri n = 2 imeem f2(t) =
1

2r
, |t| < r, tak qto F2

– ravnomernoe raspredelenie na intervale (− 1

2r
,

1

2r
). V зtom

sluqae Iσ2
(p) =

√
pq

r
, i, oqevidno, funkci� z(p) = r

√
pq vognuta.

Pri n ≥ 3 Iσn
ne imeet stolь �vnogo vyraжeni�.

Dokazatelьstvo lemmy 1. Oboznaqim qerez µn meru Lebega na

Sn(r), to estь, µn = rnsnσn. Po opredeleni� perimetra, imeem:

Iσn
(p) = lim inf

h→0+

σn(Bh
n(t))− σn(Bn(t))

h

=
1

rnsn
lim inf
h→0+

µn(Bh
n(t))− µn(Bn(t))

h
,

gde t = F−1
n (p) i Bh

n(t) – geodeziqeska� h-okrestnostь Bn(t). Po-

slednii niжnii predel estь prosto predel i predstavl�et soboi

(n− 1)-mernu� plowadь granicy

∂Bn(t) = {x ∈ Sn(r) : x1 = t}.

Tak kak s toqnostь� do dviga ∂Bn(t) = Sn−1(ρ) – (n − 1)-merna�

sfera radiusa ρ =
√
r2 − t2, to plowadь granicy ravna ρn−1sn−1,

i my prihodim k (1).

Pustь |t| < r. Esli Bh
n(t) ne estь vs� sfera, to зto snova xar

Bn(s) na sfere Sn(r) s parametrom s ∈ (t, r), opredel�emym soot-

noxeniem

r arccos(t/r) − r arccos(s/r) = h.

Sledovatelьno, pri h→ 0+, t.e., pri s→ t+

h =
r

ρ
(s− t) +O((s − t)2), ρ =

√

r2 − t2,
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i znaqit

Fn(s) − Fn(t) =
µn(Bh

n(t))− µn(Bn(t))

rnsn

=
µn−1(Sn−1(ρ))h

rnsn
+O(h2)

=
ρn−2sn−1(s− t)

rn−1sn
+O((s − t)2).

Poзtomu

fn(t) = lim
s→t−

Fn(s)− Fn(t)

s− t
=

ρn−2sn−1

rn−1sn
,

qto sovpadaet s (2). Lemma 1 dokazana.

V dalьneixem moжno sqitatь, qto r = 1 i n ≥ 3. V silu lem-

my 1, s toqnostь� do mnoжitel�, zavis�wego ot razmernosti,

izoperimetriqeska� funkci� mery σn imeet vid

I(p) =
(

1 − (F−1(p))2
)τ
, 0 < p < 1, (3)

gde F−1 : (0, 1) −→ (−1, 1) – obratna� k funkcii raspredeleni� F

s plotnostь�

F ′(x) = dλ(1 − x2)λ, |x| < 1, (4)

gde dλ – normalizu�wii mnoжitelь, priqem

τ =
n− 1

2
, λ =

n− 2

2
. (5)

Bolee obwo, budem sqitatь τ i λ proizvolьnymi neotricatelь-

nymi qislami, opredel�� funkci� I v sootvetstvii s (3)–(4).

Lemma 2. Esli 1 ≤ λ ≤ τ ≤ λ+ 1, to funkci�

z(p) =
pq

I(p)
, q = 1 − p,

vognuta na (0, 1).

Esli τ i λ opredeleny s pomowь� (5), to, vvidu uslovi� λ ≥ 1,

lemma 2 daet utverжdenie lemmy 1.7.1 pri n ≥ 4. Sluqai n = 3

budet rassmotren otdelьno.
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Sformuliruem svoistvo vognutosti funkcii z neskolьko v

drugih terminah. Pri λ ≥ 0 vvedem funkci�

Hλ(x) =

∫ x

0

(s(1 − s))λds, 0 ≤ x ≤ 1, (6)

i vyrazim F qerez Hλ (dela� niжe zamenu t = 2s− 1): pri |x| ≤ 1

F (x) = dλ

∫ x

−1

(1 − t2)λ dt = dλ22λ+1

∫

1 + x

2

0

(s(1 − s))λds

= dλ22λ+1Hλ(
1 + x

2

)

.

Sledovatelьno, prinima� vo vnimanie toжdestvo 1−F (x)=F (−x),

imeem

z(F (x)) =
F (x) (1− F (x))

I(F (x))
=

F (x)F (−x)

(1− x2)τ
= c

Hλ(y)Hλ(1− y)

yτ (1− y)τ
,

gde y =
1− x

2
, i c > 0 – posto�nna�, zavis�wa� tolьko ot τ i λ.

Differencirovanie po x daet

z′(F (x))F ′(x) =
c

2

d

dy

[

Hλ(y)Hλ(1− y)

yτ (1− y)τ

]

,

i primen�� (4) s uqetom togo, qto 1 − x2 = 4y(1 − y), poluqaem

z′(F (x)) = c (y(1 − y))−λ d

dy

[

Hλ(y)Hλ(1− y)

(y(1− y))τ

]

, (7)

gde c snova zavisit tolьko ot τ i λ.

Funkci� z, oqevidno, simmetriqna otnositelьno toqki
1

2
, i

pri зtom z(0+) = z(1−) = 0, z′
( 1

2

)

= 0. Poзtomu vognutostь z na

(0, 1) ravnosilьna vognutosti z na (0,
1

2
), to estь, tomu, qto pro-

izvodna� z′(p) ne vozrastaet na (0,
1

2
). Primen�� (7), poluqaem

sledu�wee utverжdenie.

Lemma 3. Funkci� z vognuta na (0, 1) togda i tolьko togda,

kogda funkci�

(x(1 − x))−λ d

dx

[

Hλ(x)Hλ(1− x)

(x(1− x))τ

]
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ne vozrastaet na intervale 0 < x <
1

2
.

Nam potrebu�ts� nekotorye prigotovleni�.

Lemma 4. Pri λ ≥ 1 funkci� Uλ(x) =
Hλ(x)Hλ(1− x)

(x(1− x))2λ+1
ne vozras-

taet na (0,
1

2
].

Lemma 5. Pri λ ≥ 0 funkci� Vλ(x) =
Hλ(x)Hλ(1− x)

(x(1− x))λ+1
ne ubyva-

et, a pri λ ≥ 1 funkci�
V ′
λ(x)

(x(1− x))λ−1
ne vozrastaet na (0,

1

2
].

Zametim, qto pri λ ≥ 1 vtoroe utverжdenie зtoi lemmy bolee

silьnoe, qem pervoe, tak kak V ′
λ

( 1

2

)

= 0. Pervoe utverжdenie

lemmy 5 budet ispolьzovano v dokazatelьstve lemmy 6 pri λ=
1

2
.

Dokazatelьstvo lemmy 4. Dela� v (6) zamenu s = tx, imeem

Hλ(x) = xλ+1

∫ 1

0

(t(1 − tx))λ dt, (8)

to estь, pri x > 0
Hλ(x)

x2λ+1
=
∫ 1

0
tλ
( 1

x
− t
)λ
dt, i poзtomu

Uλ(x) =

∫ 1

0

tλ
(

1

x
− t
)λ

dt

∫ 1

0

tλ
(

1

1− x
− t
)λ

dt = T (u)T (v),

gde u = 1/x, v = 1/(1 − x), T (u) =
∫ 1

0
tλ(u − t)λ dt. Zametim, qto

(u − 1) (v − 1) = 1, i qto u = u(x) ≥ 2 – ubyvaet po x ∈ (0,
1

2
].

Men�� u na u+ 1 i v na v + 1, prihodim k toжdestvu

Hλ(x)Hλ(1− x)

(x(1− x))2λ+1
= S(u)S

( 1

u

)

, u =
1

x
− 1,

gde S(u) = T (u+ 1) =
∫ 1

0
(1 − t)λ(u+ t)λ dt =

∫ 1

0
(u+ t)λp(t) dt s p(t) =

(1 − t)λ. Trebuets� pokazatь, qto funkci� S(u)S(1/u) vozrastaet

na intervale [1,+∞). Zapixem

S(u)S
( 1

u

)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(u+ t)λ
(

1

u
+ s
)λ

p(t)p(s) dtds

=

∫ ∫

0<t<s<1

[

(u+ t)λ
(

1

u
+ s
)λ

+ (u+ s)
λ
(

1

u
+ t
)λ
]

p(t)p(s) dtds.
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Dostatoqno pokazatь, qto dl� vseh 0 < t < s < 1 funkci�

g(u) = (u+ t)λ
( 1

u
+ s
)λ

+ (u+ s)λ
( 1

u
+ t
)λ

=
(

(1 + ts) + us+
t

u

)λ

+
(

(1 + ts) + ut +
s

u

)λ

vozrastaet na intervale u ≥ 1. Differenciru�,

g′(u)

λ
=
(

(1 + ts) + us+
t

u

)λ−1 (

s− t

u2

)

+
(

(1 + ts) + ut +
s

u

)λ−1 (

t− s

u2

)

,

i zameqa�, qto s− t

u2
> 0, zakl�qaem, qto proizvodna� g′ polo-

жitelьna togda i tolьko togda, kogda





(1 + ts) + us+
t

u

(1 + ts) + ut+
s

u





λ−1

> −
t−

s

u2

s−
t

u2

.

Зto neravenstvo spravedlivo, tak kak, v silu uslovii 0 < t < s

i u > 1, prava� qastь зtogo neravenstva menьxe 1, vyraжenie

v kvadratnyh skobkah – bolьxe 1, i stepenь λ − 1 ≥ 0. Takim

obrazom, lemma 4 dokazana.

Poloжim κ = x(1 − x). V dalьneixem budem mnogokratno is-

polьzovatь toжdestva

H ′
λ(x) = κλ,

(

Hλ(x)Hλ(1 − x)
)′

=
(

Hλ(1 − x) −Hλ(x)
)

κλ,

κ′ = 1 − 2x, (1 − 2x)2 = 1 − 4κ.

Dokazatelьstvo lemmy 5. Naqnem so vtorogo utverжdeni�,

predpolaga�, qto λ ≥ 1. Imeem:

Vλ(x) =
Hλ(x)Hλ(1− x)

κλ+1
, 0 < x <

1

2
,

V ′
λ(x) =

Hλ(1− x)−Hλ(x)

κ
− (λ+ 1)

Hλ(x)Hλ(1− x)

κλ+2
(1 − 2x),
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V ′
λ(x)

κλ−1
=

Hλ(1− x)−Hλ(x)

κλ
− (λ+ 1)

Hλ(x)Hλ(1− x)

κ2λ+1
(1 − 2x).

Ewe raz differenciru� i privod� podobnye qleny, dl� funkcii

u(x) = κ2λ+2
(

V ′
λ(x)/κλ−1

)′
poluqaem vyraжenie

u(x) = (λ+ 1)
(

(2λ+ 1)(1 − 4κ) + 2κ
)

Hλ(x)Hλ(1 − x)

− 2κ2λ+2

− (2λ+ 1)(Hλ(1 − x) −Hλ(x))κλ+1(1 − 2x).

Trebuets� pokazatь, qto funkci� u nepoloжitelьna na (0,
1

2
).

Tak kak u(0) = 0, to budet dostatoqno ustanovitь neravenstvo

u′(x) ≤ 0 dl� vseh x ∈ (0,
1

2
). Snova differenciruem i privodim

podobnye qleny:

u′(x) = − (λ+ 1)(8λ+ 2)Hλ(x)Hλ(1 − x) (1 − 2x)

− 2κ2λ+1 (1 − 2x)

+ (6λ+ 4)(Hλ(1 − x) −Hλ(x))κλ+1.

To estь, v terminah funkcii

v(x) =
u′(x)

2(1− 2x)
= − (λ+ 1)(4λ+ 1)Hλ(x)Hλ(1 − x) − κ2λ+1

+ (3λ+ 2)
Hλ(1− x)−Hλ(x)

1− 2x
κλ+1

nuжno ustanovitь neravenstvo v(x) ≤ 0 pri 0 < x <
1

2
.

Snova v(0) = 0, i znaqit dostatoqno pokazatь, qto v′(x) ≤ 0.

Posle nekotorogo podsqeta poluqaem:

1− 4κ

κλ
v′(x) =

(

(4λ2 + 6λ)κ− (λ2 − 1)
)(

Hλ(1 − x) −Hλ(x)
)

− κλ
(

(2λ+ 1) − 2λκ
)

(1 − 2x). (9)

Ots�da srazu poluqaem, qto v′(x) ≤ 0, esli κ ≤ κ0 =
λ2 − 1

4λ2 + 6λ

(oba qlena v pravoi qasti (9) nepoloжitelьny). Na dopolni-

telьnom intervale κ > κ0 rassmotrim funkci�

w(x) =
(

Hλ(1 − x) −Hλ(x)
)

− κλ
(2λ+ 1)− 2λκ

(4λ2 + 6λ)κ− (λ2 − 1)
(1 − 2x).
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Esli my teperь pokaжem, qto na зtom intervale w′(x) ≥ 0, to

estь, qto w ne ubyvaet, to poskolьku w
( 1

2
) = 0, poluqim, qto

funkci� w, a s nei i v′, budut nepoloжitelьny na зtom interva-

le. Зto zaverxit dokazatelьstvo prevogo utverжdeni� lemmy.

Dl� uproweni� zapisi vvedem funkcii

b = (2λ+ 1) − 2λκ, c = (4λ2 + 6λ)κ− (λ2 − 1),

tak qto w(x) = Hλ(1 − x) −Hλ(x) − κλ
b

c
(1 − 2x), i zametim, qto

b− c = (λ2 + 2λ)κ(1 − 4κ). (10)

Imeem s uqetom togo, qto b′ = −2λ(1 − 2x), c′ = (4λ2 + 6λ)(1 − 2x):

w′(x) = − 2κλ − λ(1 − 4κ)κλ−1 b

c
+ 2κλ

b

c

+ κλ(1 − 4κ)
2λ

c
+ κλ(1 − 4κ)(4λ2 + 6λ)

b

c2
.

Skladyva� pervyi i tretii qlen s uqetom (10) i zapisyva�

opredelenie dl� b vo vtorom qlene, prihodim k ravenstvu

ψ(κ) ≡ λ(1− 4κ)

cκλ−1
w′(x)

= −(2λ+ 1) + (4λ+ 6)κ
(

1 +
b

c

)

, κ0 < κ ≤ 1

4
.

Zapisyva� 1+
b

c
v vide 2+

b− c

c
i snova primen�� (10), poluqaem

takoe vyraжenie dl� ψ:

ψ(κ) = − (2λ+ 1) + 2(4λ+ 6)κ

+ (4λ+ 6)(λ2 + 2λ)(1 − 4κ)
κ

(4λ2 + 6λ)κ− (λ2 − 1)
.

Drobь sprava ubyvaet po κ i poзtomu moжet bytь ocenena snizu

ee znaqeniem v toqke κ =
1

4
, ravnym

1

6λ+ 4
. Sledovatelьno

ψ(κ) ≥ ψ0(κ) = −(2λ+ 1) + 2(4λ+ 6)κ+
(4λ+ 6) (λ2 + 2λ)

6λ+ 4
(1 − 4κ).
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Oqevidno, ψ0

( 1

4

)

= 2, i tak kak ψ0 lineina, budet dostatoqno

proveritь, qto ψ0(κ0) ≥ 0. Ispolьzu� ravenstvo 1−4κ0 =
6λ+ 4

4λ2 + 6λ
,

imeem:

ψ0(κ0) = −(2λ+ 1) + 2(4λ+ 6)
λ2 − 1

4λ2 + 6λ
+

(4λ+ 6) (λ2 + 2λ)

6λ+ 4

6λ+ 4

4λ2 + 6λ

=
(λ− 1) (λ+ 2)

λ
≥ 0.

Sledovatelьno w′(x) ≥ 0 dl� vseh x ∈ (0,
1

2
), i pervoe utverжde-

nie lemmy 5 dokazano.

Pereidem k pervomu utverжdeni�. Pokaжem, qto funkci�

f(x) = κλ+2V ′
λ(x)

=
(

Hλ(1 − x) −Hλ(x)
)

κλ+1 − (λ+ 1)Hλ(x)Hλ(1 − x) (1 − 2x)

neotricatelьna na [0,
1

2
]. Legko videtь, qto f(0) = f

( 1

2

)

= 0 i

g(x) ≡ f ′(x)

2
= (λ+ 1)Hλ(x)Hλ(1 − x) − κ2λ+1.

V qastnosti,
g(x)

κλ+1
=

f ′(x)

2κλ+1
→ Hλ(1) > 0 pri x→ 0+ (ispolьzuem

(8)), i znaqit g(x) > 0 pri dostatoqno malyh x > 0. Poзtomu,

qtoby dokazatь, qto funkci� f neotricatelьna na (0,
1

2
), dosta-

toqno pokazatь, qto na зtom intervale uravnenie f ′(x) = 0, to

estь, g(x) = 0 imeet ne bolee odnogo korn�. S uqetom togo, qto

g(0) = 0, dostatoqno budet pokazatь, qto funkci� g strogo voz-

rastaet na intervale [0, x0] i strogo ubyvaet na [x0,
1

2
] pri neko-

torom x0 ∈ (0,
1

2
). Imeem:

g′(x) = (λ+ 1) (Hλ(1 − x) −Hλ(x))κλ − (2λ+ 1) (1 − 2x)κ2λ > 0

togda i tolьko togda, kogda

h(x) = Hλ(1 − x) −Hλ(x) − 2λ+ 1

λ+ 1
(1 − 2x)κλ > 0.
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Pokaжem, qto h(x) > 0 na nekotorom intervale (0, x0) i h(x) < 0

na (0,
1

2
). Snova differenciruem:

h′(x) = −2κλ − 2λ+ 1

λ+ 1

[

−2κλ + λ(1 − 4κ)κλ−1
]

= − λκλ−1

λ+ 1
[−2κ+ (2λ+ 1)(1 − 4κ)]

= − 2λ(4λ+ 3)κλ−1

λ+ 1
(x− x1) (x− x2),

gde x1 =
1

2
− 1

2
√
4λ+ 3

, x2 =
1

2
+

1

2
√
4λ+ 3

. Sledovatelьno funk-

ci� h strogo ubyvaet na [0, x1] i strogo vozrastaet na [x1,
1

2
]. Tak

kak h(0) = Hλ(1) > 0 i h
( 1

2

)

= 0, poluqaem trebuemoe svoistvo

funkcii h. Lemma 5 dokazana.

Dokazatelьstvo lemmy 3. Napomnim, qto κ = x(1 − x). Trebu-

ets� pokazatь, qto funkci�

κ−λ d

dx

[

Hλ(x)Hλ(1− x)

κτ

]

ne vozrastaet na intervale 0 < x <
1

2
. Poloжim α = λ − τ + 1,

tak qto
Hλ(x)Hλ(1− x)

κτ
= καVλ(x). (11)

Po uslovi� 0 ≤ α ≤ 1 (zametim, qto v priloжenii k sluqa�

sfery, kogda parametry λ i τ opredel��ts� sootnoxeni�mi v

(5), my imeem α =
1

2
). Differenciru� (11), imeem:

d

dx

[

Hλ(x)Hλ(1− x)

κτ

]

= ακα−1Vλ(x) (1 − 2x) + καV ′
λ(x),

sledovatelьno

κ−λ d

dx

[

Hλ(x)Hλ(1− x)

κτ

]

= α
Vλ(x)

κλ+1−α
(1 − 2x) +

V ′
λ(x)

κλ−α

= αUλ(x)
1

κ1−α
(1 − 2x) +

V ′
λ(x)

κλ−1

1

κ1−α
.
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Funkci� sprava ne vozrastaaet, tak kak, v silu lemm 4–5, vse

figuriru�wie mnoжiteli sutь neotricatelьnye nevozrasta�-

wie funkcii na (0,
1

2
]. Lemma 3 dokazana.

Ostaets� dokazatь sledu�wee utverжdenie.

Lemma 6 (sluqai n = 3). Funkci� z(p) =
p (1− p)

Iσ3
(p)

vognuta na

(0, 1).

Dokazatelьstvo. V dannom sluqae τ =
n− 1

2
= 1, λ=

n− 2

2
=

1

2
.

Poloжim H(x) = H1/2(x) =
∫ x

0

√

t(1 − t) dt. Soglasno lemmy 3,

trebuets� proveritь, qto funkci�

u(x) = κ−1/2 d

dx

[

H(x)H(1− x)

κ

]

ne vozrastaet na (0,
1

2
). Tak kak

(

H(x)H(1 − x)κ−1)′ = (H(1 − x) −H(x))κ−1/2

−H(x)H(1 − x)κ−2(1 − 2x),

imeem: u(x) = (H(1 − x) −H(x))κ−1 −H(x)H(1 − x)κ−5/2(1 − 2x),

u′(x) = − 2κ−1/2 − 2(H(1 − x) −H(x))κ−2(1 − 2x)

+ 2H(x)H(1 − x)κ−5/2 +
5

2
H(x)H(1 − x)κ−7/2(1 − 4κ).

Umnoжa� obe qasti зtogo ravenstva na 2κ2 i sobira� koзffi-

cienty pri H(x)H(1 − x)κ−3/2, zakl�qaem, qto u′(x) ≤ 0 togda i

tolьko togda, kogda

H(x)H(1− x)

κ3/2
(5 − 16κ) ≤ 4κ3/2 + 4 (H(1 − x) −H(x)) (1 − 2x). (12)

V silu pervogo utverжdeni� lemmy 5 pri λ=
1

2
, funkci�V1/2(x)=

H(x)H(1− x)

κ3/2
ne ubyvaet na (0,

1

2
) i poзtomu moжet bytь ocenena

sverhu ee znaqeniem v toqke x =
1

2
, ravnym 8H

( 1

2

)2
. S drugoi
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storony, v silu vypuklosti funkcii H(1 − x) − H(x) na (0,
1

2
),

funkci�
H(1− x)−H(x)

1− 2x
ne vozrastaet na (0,

1

2
) i znaqit moжet

bytь ocenena snizu ee znaqeniem v toqke x=
1

2
, ravnym

1

2
. Sle-

dovatelьno,

(H(1 − x) −H(x)) (1 − 2x) =
H(1− x)−H(x)

1− 2x
(1 − 4κ) ≥ 1

2
(1 − 4κ).

Ispolьzu� зto ocenki, zakl�qaem, qto (12) budet sledovatь iz

neravenstva

8H
( 1

2

)2
(5 − 16κ) ≤ 4κ3/2 + 2 (1 − 4κ).

Zametim, qto H
( 1

2

)

=
1

2
H(1) =

1

4

∫ π/2

0
cos2θ dθ =

π

16
, to estь, do-

statoqno ustanovitь neravenstvo

v(κ) =
π2

32
(5 − 16κ) − 4κ3/2 − 2 (1 − 4κ) ≤ 0, 0 ≤ κ ≤ 1

4
.

Imeem: v′(κ) = − π2

2
+ 8 − 6κ1/2 ≥ v′

( 1

4

)

=
10− π2

2
> 0, sledova-

telьno funkci� v vozrastaet na [0,
1

4
]. Ostaets� zametitь, qto

v
( 1

4

)

=
π2

32
− 1

2
< 0. Lemma 6 dokazana.
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tions // Springer-Verlag, Berlin, 1982.
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