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§1. ВВЕДЕНИЕ 

Пусть fj, — вероятностная мера на вещественной прямой R; 
обозначим через цп ее п-ую степень в R". Обозначим через Ah 

открытую Л-окрестность множества А С R", h > 0 (в смысле 
обычного евклидового расстояния), т.е., Ah = {х 6 R" : ||ж — 
а||г < h для некоторого а £ А}. Изопериметрическая задача для 
(Rn,/x") заключается в минимизации значения 

»п{А% (1.1) 

когда А пробегает все борелевские подмножества меры уп(А) > 
р, причем, значения р 6 (0,1) и h > 0 фиксированы. 

Когда мера // гауссовская, минимальное значение (1.1) дости­
гается на любом полупространстве меры р, что может быть за­
писано как изопериметрическое неравенство 

Hn{Ah)>nn{Bh), (1.2) 

где В — стандартное полупространство {х € R" : х\ < с} цп-
меры р, причем, с зависит только от р. Это глубокое свойство 
гауссовских мер было открыто В. Н. Судаковыми Б. С. Цирель-
соном [7] и независимо К. Борелем [3], причем, их доказательства 
были основаны на изопериметрическом свойстве шаров на сфере 
(теореме Леви-Шмидта). Впервые изопериметрические методы 
были применены к гауссовским процессам X. Ландау и Л. Шеп-
пом в [7] при доказательстве экстремального свойства полупро­
странств в несколько другой задаче, и ими также использовалась 

При частичной поддержке Международного Научного Фонда, грант 
NXZ000-NXZ300, и Госкомитета РФ по высшему образованию, грант № 94-
1.4-57. 

Research supported in part by an NSF Postdoctoral Fellowship. This author en­
joyed the hospitality of the Steklov Mathematical Institute (St. Petersburg branch) 
and of the Department of Mathematics, University of Syktyvkar, Russia, while part 
of this research was carried out. 

31 



32 С. Г. БОБКОВ, К. УДРЕ 

теорема Леви-Шмидта. Другое доказательство изопериметриче-
ского неравенства (1.2), основанное на технике симметризации 
множеств в гауссовском пространстве, было позже дано А. Эра-
ром в [4]. В данной заметке мы доказываем, что в классе всех 
продакт-мер только гауссовские меры удовлетворяют (1.2). 

Теорема 1.1а. Пусть п > 2. Если для всех р 6 (0,1) и h > 0, ми­
нимальное значение (1.1) достигается на стандартном полупро­
странстве, то мера fi — гауссовская (возможно, /л — единичная 
масса в точке). 

Случай п = 1 существенно отличается от случая п > 2, так 
как на прямой многие интересные распределения удовлетворяют 
(1.2). Когда мера fj. имеет непрерывную положительную плот­
ность, необходимые и достаточные условия для (1.2) известны 
(см.[2], разд.13). В частности, ц должна быть симметрична от­
носительно своей медианы и иметь конечный экспоненциальный 
момент. На самом деле, fi должна обладать этими двумя Свой­
ствами без каких-либо предположений о регулярности (Предло­
жение 2.6 ниже). Более того, если /i симметрична и имеет конеч­
ный второй момент, то предположения теоремы 1.1а могут быть 
ослаблены. 

Теорема 1.1b. Пусть п > 2 и р = 1/2. Допустим, что вероят­
ностная мера /i на прямой R симметрична относительно неко­
торой точки и имеет конечный второй момент. Если для всех 
h > 0 минимальное значение (1.1) достигается на стандартном 
полупространстве, то мера ц — гауссовская (возможно, /i — еди-
ничная масса в точке). 

Здесь следует отметить важную роль евклидового расстоя­
ния в этой характеризации. Например, если \\х — а||г заменить 
в определении множеств Ah на супремум-расстояние ||ж — а||оо, 
то (1.2) выполняется для широкого класса логарифмически во­
гнутых распределений [1] (см.также [2], разд.15). В связи с т.н. 
феноменом концентрации меры, неравенства подобные (1.2) и при 
различных определениях расширения множеств изучались мно­
гими авторами (см. напр. М. Талагран [8], М. Леду [6]). 

Очевидно, неравенство (1.2) становится сильнее, когда раз­
мерность п растет, поэтому, утверждения теорем 1.1а, b отно­
сятся по-существу к случаю плоскости (п = 2). Более того, в 
предположении теоремы 1.1b можно извлечь гауссовость из (1.2), 
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если применить это неравенство к полуплоскости 

A(t) = {(xljX2):^~i<tY i = 0. xi + х2 

V2 
Доказательство теоремы 1.1b. Действительно, пусть £ и ц — 
независимые случайные величины (св . ) , определенные на неко­
тором вероятностном пространстве {Q,,T, P) , с общим распреде­
лением /i, симметричным относительно нуля. Тогда, минималь­
ное значение правой части (1.2) при условии ц(В) > 1/2 до­
стигается на В = {х £ R2 : х\ < 0} и равно Р{£ < К}. Ана­
логично, минимальное значение левой части (1.2) при условии 
n(A(t)) > 1/2 достигается при t = 0. Так как (A(t))h = A(t + h), 
получаем Р{(£ + »?)/л/2 < h} > Р{£ < h} для всех h > 0. Поэтому, 

-f оо + о о 

n(^^=4Jp{^>h}hdh<4jp{t>h}hdh = I>(£). 
0 0 

Но D ((£ + т])/^/2) = D(£), следовательно, для почти всех h > 0 
(по отношению к мере Лебега) Р {(£ + »?)/л/2 > h} = P{£>h}. 
Очевидно, это равенство распространяется на все h > 0, и, та­
ким образом, с в . (£ + т])/л/2 и £ одинаково распределены. Сле­
довательно, характеристическая функция / с в . £ удовлетворяет 
уравнению / 2 ( i / \ /2) = f(t) при всех вещественных t. Легко ви­
деть, что это уравнение характеризует гауссовские меры. 

Теорема 1.1b доказана. Чтобы установить теорему 1.1а, мы 
исследуем одномерный случай и, в частности, показываем, что 
условие (1.2) влечет предположения теоремы 1.1b. Нам неизвест­
но, можно ли предположение о конечности второго момента в 
этой теореме исключить. 

§2. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ В СЛУЧАЕ п = 1 

Введем некоторые обозначения. Пусть ц — вероятностная ме­
ра на вещественной прямой R. Положим 

F(x) - / /((-со, я]), х G (-со, +оо], 
lm(F) = {F(x) >0:хе (-оо, +со]}, 
S(F) = {х G (-со, +оо] : F(у) < F(x) для всех у < х}, 
F~l{p) = Ы{х £ (-оо, +оо] : F(x) > р], р е (О,1]. 
F_1{p) — минимальная квантиль F порядка р; так как функ­

ция распределения F непрерывна справа, инфимум в определе­
нии F~1(p) может быть заменен на минимум. В частности, для 
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р £ Im(F) F~1(p) — наименьшее решение уравнения F(x) = р. Та­
ким образом, F(F~1(p)) > р для всех р £ (0,1], и F(F~1(p)) = p для 
всехр £ Im(F). S(F) (без точки х = +оо) является подмножеством 
(замкнутого) носителя fi. Нетрудно видеть, что fi(S(F)) = 1. 

Лемма 2.1. F — возрастающая биекция из S(F) в Im(.F), а суже­
ние функции F - 1 на Im(F) является обратным к этому отображе­
нию. Кроме того, функция F-1 непрерывна слева на (О,1). 

Лемма 2.2. Для всех р £ (О,1] 
a) FiF-^p)) = р <=> р £ Im(F); 
b) x > F~l{p) <*=>• F{x) > р для всех х £ (—оо, +оо]; 
c) х < F~1(p) -<=>• F(x) < р для всех х £ S(F). 

Обе леммы элементарны, и их доказательства опускаются. 
Пусть теперь F и G — функции распределения соответственно 
вероятностных мер / 1 и с , 

Лемма 2.3. Отображение U — G_1(F) переводит ц в v тогда и 
только тогда, когда Im(G) С lm(F). 

Доказательство. Сузим U на S(F). Пусть р = F(x), х £ S(F), q — 
G(t), t £ (—oo,+oo], так что р £ Im(F), q £ Im(G), следовательно, 
q £ Im(F). По лемме 2.2 b), с) 

U(x) = G-\F(x)) = G-1(p)<t 
<̂ => G(t) > p «=^ F(x) < q <=* x < F^iq). 

Поэтому, n{U <t} = F(F~1(q)) = q, так как q £ Im(jF'). В обрат­
ную сторону утверждение очевидно. 

Лемма 2.4. Допустим, что для всех р £ (0,1) и h > О 

F{F-l(p) + h)<G(G-1(p) + h). (2.1) 

Тогда отображение U = G - 1 ^ ) переводит р в v, причем, для всех 
х £ S(F) и h > О 

U(x + h)<U(x) + h. (2.2) 

Доказательство. Устремляя в (2.1) h—+ 0, получаем 

F{F-\p))<G{G-\p)) (2.3) 

для всех р £ (0,1). Поскольку F{F-\\)) = G ^ " 1 ^ ) ) = 1, (2.3) 
выполняется также и при р = 1. Пусть р £ Im(G), тогда по лемме 
2.2а), G(G_1(p)) =p. Согласно (2.3) заключаем, что F(F-1(p)) < 
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р. Но как уже отмечалось выше, всегда выполняется неравенство 
F(.F- :1(p)) > р, и поэтому, F(F~1(p)) = р. Снова по лемме 2.2а) 
получаем, что р £ lm(F). Таким образом, Im(G) С Im(F), и в 
силу леммы 2.3, отображение U переводит р. в v. Теперь возьмем 
произвольное a; £ S(F). По лемме 2.1, F~1(F(x)) — х. Применяя 
(2.1) к р = F(x), получаем. 

F(x + h) <G(U(x) + h). 

Так как F(x + h) > F(x) > 0, а функция G - 1 неубывающая, 

U(x + h)<G-\G{U(x) + h)). 

Остается показать, что G~1(G(U(x) + h)) < U(x) -\- h. Сначала 
отметим, что G~1(G(y)) < у для всех у, таких что G(y) > 0. 
Кроме того, в случае у = U{x) + h, имеем G(y) > G(U(x)) — 
G(G-1(F(x))) > F(x) > 0, так как G(G - 1(p)) > p для всех p G (0,1], 
и так как F положительна на S(F). Лемма 2.4 доказана. 

Обозначим через тпр(-) минимальную квантиль с в . порядка р. 
Теперь мы можем установить 

Предложение 2.5. Для св. £ и А неравенство 

P{\<mp(\) + h}>P{Z<mp(Z) + h} (2.4) 

выполняется для всех р £ (0,1) и h > 0 тогда и только тогда, 
когда существует липшицева, неубывающая функция U из R в R 
(сжатие), такая что св. А и U(£) одинаково распределены. 

Доказательство. Допустим, что выполняется (2.4), т.е. выпол­
няется (2.1) для функций распределений F и G с в . £ и А, соот­
ветственно. По лемме 2.4 отображение U = G~1(F), суженное на 
S = 5'(i?)\{+oo}, переводит распределение с в . £ в распределение 
с в . А (напомним, что Р{£ £ S} = 1). U не убывает и, согласно 
(2.3), U конечна и липшицева на 5, с липшицевой (полу-)нормой 
К < 1. По теореме Кирзбрауна-МакШейна (Хана-Банаха), U 
может быть продолжена на всю числовую прямую без увеличе­
ния липшицевой нормы К. Более того, такое продолжение мо­
жет быть построено как неубывающая функция. Действительно, 
по непрерывности U продолжается единственным образом на за­
мыкание clos(S), так что можно считать, что U липшицева и не­
убывающая на clos(S). Дополнение Г = R\c/os(5) открыто и, по­
этому, может быть представлено-в виде объединения не более, 
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чем счетного числа взаимно непересекающихся открытых интер­
валов. Если (а, Ь) — конечный интервал из этого представления 
для Т, то определим U на (а, Ь) линейно, так чтобы U(a+) = U(a), 
U(b~) = U{b). Если интервал (а, Ь) бесконечен, например, если 
6 = +оо, то положим U(x) = U(а) + К(х — а) для всех х > а. 
Подобным образом доопределим U и в случае, когда а = —со. 
Очевидно, такое продолжение U представляет собой липшицеву, 
неубывающую функцию на всей числовой прямой. Доказатель­
ство обратного утверждения элементарно. 

Наконец, докажем 

Предложение 2.6. Пусть вероятностная мера ц на веществен­
ной прямойИ, такова, что (1.1) достигает свое минимальное зна­
чение на интервалах вида А = (—со, ж] для всех р £ (0,1) и h > 0. 
Тогда /i симметрична относительно своей медианы и имеет ко­
нечный экспоненциальный момент. 

Доказательство. Если записать (1.2) для минимальных интер­
валов А — [а,+со), В = (—со, ж] меры > р, то мы получим (2.4) 
для с в . £ и А = — £ в предположении, что £ имеет распределение 
fi. В силу предложения 2.5, найдется неубывающая, липшице­
ва функция U, такая что с в . А и U(£) одинаково распределены. 
Тогда одинаково распределенными будут с в . А и V(X), где функ­
ция V(x) = U{—x) тоже липшицева (но невозрастающая). Пусть 
А' — независимая копия А. Так как |V(A') — V{\)\ < |A' — А|, и 
обе стороны этого неравенства представляют собой одинаково 
распределенные с в . , заключаем, что \V(x) — V(y)\ = \x — у\ для 
почти всех (ж,у) по отношению к продакт-мере v®v, где v - рас­
пределение А. По теореме Фубини найдется такая точка уо, что 
\V(x) — V(yo)\ = \x — уо\ для и—почти всех х. Поэтому, с уче­
том того, что V не возрастает, заключаем, что для некоторого 
a, V(x) — —х — 2а для v—почти всех х. То есть, распределение 
с в . Х + а и, следовательно, распределение с в . £ — а симметричны 
относительно нуля. 

Чтобы доказать экспоненциальную интегрируемость, допу­
стим, что мера fi невырождена, симметрична относительно нуля 
и, что значения инфимумов в выражении 

Rh(p)= inf fi(Ah), 0 < р < 1, А > 0 , (2.5) 

достигаются на интервалах А = (—со, ж], где ж = F~1(p), a F — 
функция распределения меры ц. Поскольку в этом случае А — 



ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ГАУССОВСКИХ МЕР 37 

(—со, а: + h), имеем Rh(p) = F(F~1(p) + h — 0). Покажем, что для 
всех Л > 0 и 0 < р, 9 < 1 , таких что р + q < 1, 

Rh{p + q)<Rh(p) + Rh(q). (2.6) 

Действительно, пусть А = (—со, ж] — экстремальное множество 
в (2.5) для р, и так как ц симметрична, можно взять множество 
вида В — [у, со) в качестве экстремального для q (с максимально 
возможным значением у). Предположение р+ q < 1 влечет х < у. 
Случай х = у возможен, но тогда A U В — R, следовательно, 

Rh(p) + Rh(q) = »{Ah) + n(Bh) > fi(A) + fi(B) > 1, 

и поэтому (2.6) выполняется. В случае х < у множество A U В 
имеет меру p + q, и в силу тождества (A\JB)h = AhLSBh получаем 

Rh(p + q)< 1л{{А UB)h)< n(Ah) + n(Bh) = Rh(p) + Rh(q). 

Используя (2.6), покажем теперь, что liminfp_i.0+ Rh(p)/p > 1 Д л я 

всех достаточно больших h > 0. Действительно, допустим, что 
этот liminf = 1. Тогда для любого е > 0 множество Ее всех точек 
р £ (0,1), удовлетворяющих неравенству Rh(p) < (1 + s)p, будет 
бесконечно, и, более того, 0 будет предельной точкой для Et .По­
этому, для любого р £ (0,1) можно выбрать последовательность 
Рп 6 Ее (допускается, чтобы некоторые члены в этой последова­
тельности совпадали), такую что rn = pi + - • -+рп —*• р при п —> оо. 
Применяя (2.6) к г„, получаем, что 

Rh(r„) < Rh(pi) + ••• + Rh(pn) < (1 + e)(pi + • • • + pn) < (1 + e)p. 

Устремляя n —* оо и используя непрерывность функции Rh слева 
(здесь можно воспользоваться последним утверждением в лемме 
2.1), приходим к неравенству Rh(p) < (1 + е)р, справедливому 
уже при всех р. Так как е > 0 произвольно, имеем Rh(p) < Р, 
следовательно, Rh{p) = Р, для всех р £ (0,1). Но при достаточно 
больших h это равенство невозможно. Действительно, так как 
мера ц невырождена, можно взять х,у £ R, такие что 0 < F(x) < 
F(y), и тогда Rh{p) > р при р = F(x) и h > у - F~1(p). 

Таким образом, можно найти h > 0, ро £ (0,1), с > 1, такие 
что Rh(p) = -Р(.Р-1(р) + h - 0) > ср для всех р £ (0,ро] (необходи­
мо, чтобы сро < 1). Следовательно, F(F~1(p) +2h) > ср. Вычи­
сляя значение F~ от обеих частей, получаем (с учетом того, что 
F-1(F(x)) < х при F(x) > 0) неравенство ^ _ 1 (ср) - f - 1 ( p ) < 2h-
В частности, F~l(ckp) — F~1(ck~1p) < 2h для всех к — 1, • • • , п при 
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условии сп~1р< ро- Суммируя по всем к, получаем F~l{cnp) — 
F~x(p) < 2nh. Подставляя сюда значение р = рос~п, приходим к 
неравенству 

F-^poc'^^^nh + F-^po), 

справедливому для всех п. Отсюда легко получить оценку вида 
F(x) > ехр(аж), где а > 0, a х —• — со. 
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