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|����� − � ���| 	� ≤ A�

!
�

?!���

√
�
�

L��'� ���$���������� ����&��
 �� ��! ���
���! $� ��!� ���0
$�
�(���� $���$�
�7����� �� � #� ������� $� ����������� L�'�0
9��� ���� ������ ��{� 4 |�| ≥ �} ≤ �−� $�� � � : � ���
�&���� �
 �
$��
� ��������� $� �� C��!��∫

{|
|≥�}

|�����− � ���| 	� ≤
∫

{|
|≥�}

|�|−� 	� �
���−�

�− #
�

%��'����� �'� ������� $�
����� �����������

��

�∞∫
−∞

|����� − � ���| 	� ≤ ���−�

�− #
�

A�

!
�

?!���

√
�
�

�$�����
���� $�� ���) ��"��������) � � : � ���) ������
���) ! �
.������� $��������� ��� $���� ����� ����������� ������(������ 
�� (������� � � ��� �

��� � $�� ����

���−�

�− #
�

A�

!
�

A! ��−����

���� ��− #�
�

A! ��−����

����
� � �����
!−��
�
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<���� �'��(���

�� ����� � � ≤ � �����
!−��
 �
?!���

√
�
�

<�$��� ��7�� �$����(������� $����! ����� $�
������&� �������0
���� $� ���� ������
���� ! � 8��������� ������! ��"��������

$��������
 � � :

'��� � (�−��
 � )����� ( � � �����
� ) �
?√
�
�

<����
 �������� '  �
 ��� 

�� �
(

)

�

�
�

#

?
�����
 �

√
��

B������� ��� �� �
�
	

√
� � �

	 � �������� $�
�&� ! � 1��3 � #� �����
�� � ! ≤ ���� M
 ���&� (������ 

'�!� ≤ (�−��
� � ) �����
��� � �� �

−����
��

&��

�� � �
�
�
��� �

�
�

[
�

(
?

�

)��


� ?

(
��

?

)��� ]
�

L��'� (������� ��� ����7���� '�
�� $������� ���$�
�(���� ���0
������� ��������

#

�

(
# �

#

�

)
�

#

�

(
�− #

�

)
≤ # � ?

(��
?

)���
≤ ? ����	�� � A�

.������� �'������ � ��� � 	� �
��
 � �� /
�������
���� �� � � ����A

)
�

#� �� �� ����� �'��(���

�� ���� � � � ≤ #� � �−����
��

* ���&� $��)���� � �
���!"��� �����7����!�
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��� �!" *� ��������	��� ��� ��� ����
�
��� ������
 � � �� ��"

���
�
� �������

�� |��|����� ≤�� ∀ � ∈ ��−�

� 
�������� ������

�� ��� ��� � � # # %�������

�� ����


�� ����� � � ≤ #���
�

�− #
�−

�−�

�� �

.�$������ $�� � � � $�
������ ��� �� ����� � � ≤ �A�� �
−��
� %��

�
�������� �
 
!'�&� Æ � :


�−�
{
� ∈ ��−� 4 ����� � � ≥��Æ

} ≤ �A�−��


Æ
�

*���7���� � $����
 ����� �� $�����)���� Æ ��� ��
��� � ≥ �A
�Æ��

�%�&'(�)� $� $ ������� # ��	
� ����	��� �Æ � 1 �A
 Æ−�3 � #�

C������ ���
��� $��
����
 9�& �
 ������ ������� ��

���","(�%-'(�� (�� �!. $� O�7�� $�
�7��� 
 � #� * ���� �
�0
���� $�����  �
���������� ����������� �� ≤ ���−� ��� �$�����
����
$�� ���) � ≥ : � � � #� �����

� |��|� ≤ �� �−�� �|��| ≤ � �� �−��

��� ��� �� � ����� * ��
� ������� ?�

�� ����� � � ≤ #�
��

�

�

�− #
�

�
��

#√
�
�

��
�7�� � � # � �
� IJK� �� ≥ ��� <�&�� �

�
�� � �� � ��������� ���0

������� ��� ����������� $���� �√
�
�&������� ����7����� � IJK� �

��������
 �'��
!���
 $���� ���
 �� <������ � ����(����

���","(�%-'(�� '%�&'(�)/ #� %�� � � ����(���
����� ������� ��
$���� 
 � #� M��������� $��������� ��� ������ 

���� � ����� � � �

�∞∫
−∞

|����� − � ���| 	�
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����� �&���������! 
�$9����� $�
������ �� ��������
 ������
/�&
���� ������� %����������	8�'��9��
�� ����� ��$������ 1,�
�� ??:3�� ����� ����� $�������
����

���� � QRS

[ �∞∫
−∞

� 	�� −
�∞∫

−∞
� 	�

]
� QRS 1� �����−� ����3�

&�� � 	 �
���
�� ��
������ ���!"� ���$����
���� � � $����� ��$��0
��� '����� $� ���� ������ � � 4 �→ � � 
�$9�����
 $�
������

‖�‖��� ≤ #� C��!��

����− ���′� ≤ QRS
[
� �����−� ����′�

]
�
 
!'�
 $��� ��������) �������� �� �′� .�

|� �����−� ����′�| ≤ � |�� − ��′| � � |〈�� � − �′〉| ≤�� ‖� − �′‖�
&�� �� � QRS

�∈��−�

� |��|� /
�������
���� ‖�‖��� ≤ ��� �� ��
���! ��0

����� � �|��| ≤ �� $������ � |��| ≤ �−� � �|��| � #� <���� �'��(���
‖�‖��� � #�

C������ $�������� ������ ����������� �( 
���� # � ������� �−
��� � ���$�
�(������ ������
 �
 ��� � ������������ � �������
 ��

0"!�1"2)/� #� =�
� � ������� � $���$�
�&���� ��� 
���
��� ����0

�����
� �� ��'&���������� ���������� $� �� �� ����� � ��
�
���

� ≤ �� ��
�����7����� ��7�� '��� ���
��� ��

�� ����� � � ≤ �

√
IJK�√
�
�

M���(���
����� 	 �� 7� ����� � ��
 
�9� ��(����
� ��� ������� ?
��
7�� $����� ��� � $��������� � $�� ���

√
IJK��

�� %�� �
����� �( ������� ?� ��
���� �� |��|����� ≤ 
 � ������� #
��7�� '��� ��
�'
��� �� �� |��|����� ≤ 
 $�� 
!'�� �������������
� � #� C������ ��  ���� ���������� 
� $���$�
�&��� �&������������
$����) �'��
!���) ��������� �� ����� � |��| ≤ 
� N
����� ��&����0
��� $����� �����7���� ������� # � ����� �'"�� �
���� �
�7��
��� ����� ��� ����
���� ���) ���� �������) ���$����
���
 �� ���
�0
��
 $� ��
 � �&���������� �'��
!���� �������� $�������� '���
���$������ � ������� %����������	8�'��9��
�� �'����� ���$���0
��� � ��$�
�&�� �
�'�
 �)���������� �������� �$�
�� �����������
������������� (����� � ���$��� ������������ �����& ��$����&� ���0
$����
��� � ���&�) ����������) �������)� ������!"�� (� �
�'�!
�)��������� .�$������ ����� ����� �
���!"�� �����7������
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��� �!" +� ����� ����
�
�� ������� ��� ������������� �������

� |��| ≤ 
 ��� ��� � ∈ ��−� � 
�������� ������

�� 
� ����


�� *���� � � ≤ ��
IJK�

���

�

��� �� �
����� �� 
�

B���� *���� � � 	 ������ ��� D���� �$����
 ���� ��� ������
���
��(��7��� (������� + ∈ 1:� #3� $�� ������� �
 ���) � ∈ �

� ��− +�− + ≤ ����� ≤ � ��� +� � +�

���","(�%-'(��� *��$�
�(���� ������������ B�
������� 1#-3

*���� � � ≤ #

�

�∫
�

|�����− ����|
�

	�� ��
IJK,

,
� , � #�?�

�� (���!"�� ������ ��� D��� ��7�� ���$����
��� �� �� � � � �)
)������������������ ������ ��

����� � ������ � ���� � ����� � ��������

B���� � 	 �
���
�� ��
������ ���$����
���� ��&
���� � ������ ��0
����9���� �$�����
��� �
 
!'�
 $��� ���� �������) ���$����
�0
��
 �� $� ��
��

��� 
!'�� ������������� � � : ����$
�����(����� � ������ 

����� � �����− ���� � � ������ − ������ � ∈ ���

�$����
��� � ��$������� ��������������� �� ���� $������������
$����� 〈∇������ �′〉 � �����′ ����� �
 
!'�) ��������) �������� � �
�′� C��!��

|〈∇������ �′〉| ≤ �� |��′| ≤ 
��
�� � ��
� $���(��
������ �′� |∇�����| ≤ 
� �� ���
 ��������
 ������
<���� �'��(��� �� 
�$9����� �� ����� ��&�� ‖��‖��� ≤ 
�� ������  
�(�$�������������! ������� �� ������ $�
�����

�� |�����− ����| � ��|��| ≤
�
∥∥��∥∥

���√
�

≤ �
�√
�
�
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/
�������
���� ������  ����������� B�
������� $� �� �����

�� *���� � � ≤ �
,

�
√
�
� ��

IJK,

,

$�� ���) , � #�?� C������ �$����(������� $����! ����� $� , ���0
�������� �( �� , $�� ��� ���
��

0"!�1"2)/ � %�!!� #� %�� �
����� �( �'"�
 ������ ����������
��$� /�'�
��� ����� ��$������ 1#:� A3�� ���
��9� $���� ��� � ����0
�������

���� |�−���| ≤ ��|∇�|
�����&���� � ����$���������� ����
� �� �����������) ������ )
� � #� �(������) $�����7���� - ⊂ ��−�� M
 ����) ������
 ���0
������������ ����&��0�����������
���� ����������� $�����"���� 
� ����������� �(�$�������������&� ��$�


��−��-� ≥ ��� ��#− ��� � � 
�−��-��

&��


��−��-� � IFU FGH
�↓�

[
#

.

�−�

{
/ ∈ ��−� \- 4 ∃0 ∈ -� |0 − /| � .}

]

�'�(������ $������� - � ����
� ���� 
�−�� O�����(��� $� -� $�0

����� ������
������ ������9����

"��� ≥ ��� ��#− ��� : � � � #�

� �������) �(�$�������������
 ������� "��� � FGH{
��−��-� 4

�−��-� � �}� ������

�� � FGH
�����

"���

���#− �� �

V�� �����
� ��)��� �� ��
� � ����
��� �'��������
 ��������� �
������ 	 �
 $���(��
���) ����������) $�����������

* �
���� ������ ��&
���� �(�$�������������
 ������� D���	
W������ $�� 
!'�� ������������� � ∈ �:� #� $������� 
��−��-� �
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�
���� ���7���� � ������������
 ����
 
�−��-� � � ������(���0
��� �� 9���) ������ �� �
�������
���� ��7�� $�
�����  ���� ���0

��������� �$������ �����������!"�
 �(�$�������������
 �������
"���� ��
�� ��&�� �(������� ��� ������ ��#− ���"��� ��&���� ���� 1A�
������� #�+3�� ������ ���(� ��������� ��� �� � �"�#���� <�� ��� "�#���
	 $������� $�
������� � ������
 &������ $�������
 �� ��'�
 �����
��(�������� � − �� � ������� � ��� �� − #�0����� $
�"��� �����
��−� �$�������� �����
�
 1�−� � ������X������ (��
!����� ���

�� �
�1�−�
1�−�

�
�√
�

X��� �

X��−�� �
�

* ���������� �� � ���� .������� ������� $�����  �����
� /���0


��&�� ��� ��
√
� → √

��� $�� � → ∞� �������� ���
��9� �'�(��(0
����� � ��������� � ����������� ����

�� |�−���| ≤ �√
�
��|∇�|

�� ����9�� ���
√

�
� � %�� $���(����� ���
�7��
 �)�� � �������
�

���
�( �����
� �
 ��� ��
����� ���
√
� ������
��� $�� � � �� ���

������������� �$����
����� (������! � � �√
�
�

=�
� ��$�
����
��� �(������� ��� |∇����| ≤ #� �� ����� ‖�‖��� ≤ #�
�� $� 
���� #

�� |�−�� �| ≤ �√
�
�

B����� ������� ��������� � � �√
�

�� �$����
���� � ��7�� $�
�0

7��� � � #� M�
������
���� $� ������� D���	W����� ���$����
�0
��� 
!'�
 
�$9�����
 ������� � ��������
��� ���� 
�−� $������0
�
 �� ��'�
 �'��( ���$����
��� ������� ����� � �� ��������
���
��
 7� ���� $�� ��
����� ��������&� ���'���!"�&� ���'��7��� 
Y 4 � → � � 
�$9�����
 $�
������
 ‖Y‖��� ≤ #� C��!�� 
�&�� (�0
�
!����� ��� �
 ���$����
 � ����
� ���� 
�−�

Z[\ ��� �
#

�

∫∫
|Y�������−Y�����

′��|� 	
�−���� 	
�−���′�

≤ #

�

∫∫
|�����− ����′�|� 	
�−���� 	
�−���′� � Z[\ ���� �

#

�
�
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�
� V�� ����������� ��$�
�(���
���

� (�������� � 
�&����������� ��&����) ���� �������) ���$����
�0
�� )� � ���7� � ����(���
����� ������� A �� ��������
 ���������

����� ���$
�����(�������� ������� ���

E(�$������������� ������� $�(��
 �� ���7� ��������� 
�−�0
���� �
 '�
�9�) ��
�����
� * ���������� $�� ��� 7� $���$�
�0
7���� ‖�‖��� ≤ # �
 ���) � � : �����


�−�{�−2��� ≥ �} ≤ 
�−�{�� ≥ �}�

&�� 2��� 	 ������� ��
� ���� �( ������� �
 � � ����
� 
�−�� ����� 
����� ���&� ����������� ���������� ����7����� �−��−�� �

���� ��� �
� 
���� #� C������ ���'� '�( $����� $���
�� �� ������� � ������0
��������� �7�����!� 
��9� ���$�
�(������ 
�&������������ ��0
���������� /�'�
���

�� �
� IJK�� −�� �

� IJK �� �
� ≤ �����|∇�|��

� ������� $���$�
�&���� � ��� � 	 $���(��
��� ��$������� ���0
������������ ������ � ]���9� �(������ ����� ��$������ 1+3�� ���
�
 ������
 � ‖�‖��� ≤ # ����� ����&��0�����������
���� �������0
���� &���������� ��'&���������� )������ �����������!"�) ���$��0
��
���
� � ������� ����� ����� ������


�−�{�−�� � ≥ �} ≤ �−����	� � � � :�

.������� ��� �������
��� � 1##3� ���
��9�
 ���������
 � 
�&������0
������ ����������� /�'�
��� �
 ���� 
�−�  �
 ��� (������� �� �
#���− #��

����������

>� 0� @ABCDDE� F� GEDD� H� IJKCLLCAEMC� ��
 �
����� ����� �����
� ��� ����
� ����
�� N
OKEAL� @PJK� 0EBQ� -RS� ���� ,R� >� T����U� ?1��V?1�2�

�� -� W� GRXMRY� �� ����
�������� �� ������������� �� ������  
�!��
� ����� N
@AA� IKRXEX� ��� ,R� > T����U� >�2V�>2�

�� -� W� GRXMRY� "���
�������� �� ������������� �� ��
  
�!��
� ����  ��� #
�����$
���� ��
Æ��
���� N WJRPJBKCS @LZJSBL R[ .\ASBCRAED @AED]LCL� �1V��� ^JSB� ,RBJL
0EBQ� ����� -ZKCA_JK� GJKDCA T����U�

?� -� W� GRXMRY� `� aR\bKcJ� %��
 ����
������ �
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