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Èçó÷àåòñÿ ñâîéñòâî êîíöåíòðàöèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà êóáå â êëàññå ìíîæåñòâ,
èíâàðèàíòíûõ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ êîîðäèíàò. Áèáëèîãðàôèÿ: 10 íàçâ.

1. Ââåäåíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (ò.å. ñóæåíèå ìåðû Ëåáåãà) íà n-
ìåðíûé êóá [0, 1]n. Ââèäó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà áåçðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèè ýòîé ìåðû äëÿ ëþáîãî
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn òàêîãî, ÷òî P(A) > 1/2, èìååì

P(A + rB2) > 1− e−cr2
, r > 0. (1.1)

Çäåñü B2 îáîçíà÷àåò åâêëèäîâ øàð â Rn åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è ñ öåíòîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òàê
÷òî ñóììà Ìèíêîâñêîãî A + rB2 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé r-îêðåñòíîñòüþ A îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâà
ðàññòîÿíèÿ, è c > 0 � êîíñòàíòà. Ðàññóæäàÿ, íàïðèìåð, òàê æå, êàê â [1], ìîæíî ïîëó÷èòü
íåðàâåíñòâî (1.1). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

T (x1, . . . , xn) = (Φ(x1), . . . , Φ(xn))

èç Rn íà (0, 1)n, ãäå Φ � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðÿìîé. Îíî
ïîðîæäàåò êàíîíè÷åñêóþ ãàóññîâó ìåðó γn íà Rn â P, ò.å. P(A) = γn(T−1(A)), è èìååò êîíñòàíòó
Ëèïøèöà

‖T‖Lip = ‖Φ‖Lip =
1√
2π

.

Ïîýòîìó ââèäó èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ãàóññîâîé ìåðû
γn(A + rB2) > Φ

(
Φ−1(γn(A)) + r

)
,

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A ⊂ Rn è ïðèâîäÿùåãî â íåðàâåíñòâó

γn(A + rB2) > 1− e−r2/2

â ñëó÷àå γn(A) > 1/2, ïîëó÷àåì (1.1), ãäå c = π. Èìååòñÿ ìíîãî äðóãèõ ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ
êîíöåíòðàöèè (èçëîæåíèå ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ äåë ïî èçó÷åíèþ êîíöåíòðàöèè ìåðû ìîæíî
íàéòè â [2]).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå NSF.
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Â òåðìèíàõ ôóíêöèé (1.1) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : Rn → R
òàêîé, ÷òî

‖f‖Lip 6 1,

è P-ñðåäíèì
Ef =

∫

[0,1]n

f(x) dx

èìååì
P{|f −Ef | > r} 6 2 e−cr2

, h > 0 (1.2)
(ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòå c > 0). Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.2) àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìà â êëàññå âñåõ
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé. Îäíàêî âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ îöåíêà (1.2) ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé. Íà-
ïðèìåð, çíà÷åíèÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(x) = max{x1, . . . , xn} êîíöåíòðèðóþòñÿ âîêðóã òî÷êè 1
è, áîëåå òîãî, êîíöåíòðàöèÿ ðàñòåò ñ ðîñòîì n. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ óëó÷øèòü
(1.2), ðàññìàòðèâàþò çàäà÷ó äëÿ óêëîíåíèé U -ñòàòèñòèê

f(x) =
∑

U(xi1 , . . . , xik
),

ãäå U � �õîðîøàÿ� ôóíêöèÿ îò k 6 n ïåðåìåííûõ è ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì
öåëûõ ÷èñåë 1 6 i1 < · · · < ik 6 n.

Ýòè ïðèìåðû ïîáóæäàþò ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâà êîíöåíòðàöèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, à òàêæå äðóãèõ ìåð ïðîèçâåäåíèÿ, â êëàññå ïîäìíîæåñòâ, èíâàðèàíòíûõ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Rn ñèììåòðè÷íî ïðè ïåðåñòàíîâêàõ êîîðäèíàò (èëè ïðî-
ñòî èíâàðèàíòíî ïðè ïåðåñòàíîâêàõ ), åñëè îäíîâðåìåííî ñ êàæäîé òî÷êîé x = (x1, . . . , xn) îíî
ñîäåðæèò âñå òî÷êè âèäà x = (xπ(1), . . . , xπ(n)), ãäå π � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà
{1, . . . , n}. Äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ ìîæíî çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü (1.1).

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn, ñèììåòðè÷íîãî ïðè çàìåíàõ
êîîðäèíàò, è P(A) > 1/2

P(A + rB∞) > 1− e−cnr2
, r > 0, (1.3)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Äàëåå Bp îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé `p-øàð îòíîñèòåëüíî íîðìû
‖x‖p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p

(ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 1 6 p 6 ∞). Â ÷àñòíîñòè, B∞ = (−1, 1)n � îòêðûòûé n-ìåðíûé êóá
â Rn ñî ñòîðîíîé (−1, 1).

Íà ÿçûêå ôóíêöèé òåîðåìó 1.1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà [0, 1]n, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
êîîðäèíàò è òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ [0, 1]n

|f(x)− f(y)| 6 ‖x− y‖∞. (1.4)
Òîãäà äëÿ âñåõ r > 0 ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé c > 0

P{|f −Ef | > r} 6 2 e−cnr2
. (1.5)

Òàêèì îáðàçîì, â êëàññå ïîäìíîæåñòâ èç [0, 1]n, èíâàðèàíòíûõ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ, èìååòñÿ
áîëåå ñèëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ãàóññîâà òèïà. ×òîáû ñðàâíèòü (1.1) è (1.3), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî â âèäå

P
(

A +
r√
n

B∞

)
> 1− e−cr2

è çàìåòèì, ÷òî
A +

r√
n

B∞ ⊂ A + rB2.
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ ôóíêöèé óñëîâèå (1.4) îçíà÷àåò, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó (ï.â.) è
åå ãðàäèåíò óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

‖∇f‖1 =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂f(x)
∂xi

∣∣∣∣ 6 1 ï.â.

Ïîñêîëüêó
‖∇f‖1 6

√
n ‖∇f‖2,

èç (1.5) âûòåêàåò ãàóññîâî íåðàâåíñòâî îòêëîíåíèÿ (1.2).

Òåîðåìû 1.1�1.2 ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î êîíöåíòðàöèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ µn íà
ñèìïëåêñå

∆n = {y ∈ Rn
+ : y1 + · · ·+ yn 6 1}

îòíîñèòåëüíî `1-íîðìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè (1.3) íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ ∆n òàêîãî, ÷òî µn(A) > 1/2,

µn(A + rB1) > 1− e−cnr2
, r > 0, (1.6)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Ýòî íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè èçâåñòíî, îäíàêî îíî áûëî óñòàíîâëåíî äëÿ `1-øàðà B1 âìåñòî
∆n (÷òî, ôàêòè÷åñêè, ýêâèâàëåíòíî ñëó÷àþ ñèìïëåêñà). Áîëåå òî÷íî, åñëè νn � íîðìèðîâàííàÿ
ìåðà Ëåáåãà íà B1 è ìíîæåñòâî A ⊂ B1 èìååò νn-ìåðó íå ìåíüøå 1/2, òî, êàê áûëî âïåðâûå
ïîêàçàíî â [3],

νn(A + rB1) > 1− n e−cnr2
.

(Íà ñàìîì äåëå, â [3] áûëî óñòàíîâëåíî ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ âñåõ `p-øàðîâ ïðè 1 6 p 6 2.) Âïî-
ñëåäñòâèè óäàëîñü èçáàâèòüñÿ [4] îò ìíîæèòåëÿ n, êîòîðûé íå ÿâëÿëñÿ íåîáõîäèìûì. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îñíîâàíî íà èçîïåðèìåòðè÷åñêîé òåîðåìå Òàëàãðàíà äëÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîé ìåðû ïðîèçâåäåíèÿ [5]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòà ãëóáîêàÿ òåîðåìà ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè ñòàëà ñòàíäàðòíûì ôàêòîì è èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê åå äîêàçà-
òåëüñòâó (ñì. [6, 7]), ìû äàäèì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè
(1.6).

2. Ñâåäåíèå ê ñèìïëåêñó

Äëÿ äàííîé ïåðåñòàíîâêè π ìíîæåñòâà {1, . . . , n} îïðåäåëèì
Ω(π) =

{
x ∈ [0, 1]n : 0 6 xπ(1) 6 . . . 6 xπ(n) 6 1

}
.

Ïóñòü Ωn ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêå π(i) = i. Òîãäà ïî ìîäóëþ 0 ïîëó÷àåì
ðàçáèåíèå êóáà íà n! ïîäìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A â [0, 1]n

ïîëó÷àåì
P(A) =

1
n!

∑
π

Pπ(A) (2.1)

è
P(A + rB∞) =

1
n!

∑
π

Pπ(A + rB∞),

ãäå Pπ îáîçíà÷àåò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Ωπ. Åñëè A ñèììåòðè÷íî ïðè ïåðåñòàíîâêå
êîîðäèíàò, ÷ëåíû â êàæäîé ñóììå ñîâïàäàþò, îòêóäà

P(A) = Pn(A), P(A + rB∞) = Pn(A + rB∞),

ãäå ÷åðåç Pn ìû âðåìåííî îáîçíà÷èëè ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Ωn.
Ïî àíàëîãèè ñ (2.1), ïðè çàäàííîé (èçìåðèìîé, îãðàíè÷åííîé) ôóíêöèè f íà [0, 1]n èìååì∫

f dP =
1
n!

∑
π

∫
f dPπ.
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Åñëè f èíâàðèàíòíà ïðè ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò, P-ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñ åå
Pn-ðàñïðåäåëåíèåì, è òî æå âåðíî äëÿ ‖∇f‖ îòíîñèòåëüíî ëþáîé íîðìû íà Rn, èíâàðèàíòíîé
ïðè ïåðåñòàíîâêàõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìåðó Pn. Åå íîñèòåëü Ωn ìîæåò áûòü èäåíòèôèöèðîâàí ñ ñèìïëåêñîì
∆n = {y ∈ Rn

+ : y1 + · · ·+ yn 6 1}
ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

T : x → y = (x1, x2 − x1, . . . , xn − xn−1).

Ýòî îòîáðàæåíèå ïðåîáðàçóåò Pn â ðàâíîìåðíóþ ìåðó µn íà ∆n. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî èçìåðè-
ìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn èìååì

Pn(A) = µn(T (A))

è ââèäó ëèíåéíîñòè T

Pn(A + rB∞) = µn(T (A) + rT (B∞)).

Çàìåòèì, ÷òî T (B∞) ñîäåðæèò `1-øàð B1: íà÷èíàÿ ñ òî÷êè y = (y1, . . . , yn) òàêîé, ÷òî |y1|+ · · ·+
|yn| 6 1, òî÷êà T−1(y) èìååò êîîðäèíàòû (y1, y1 + y2, . . . , y1 + · · · + yn) è ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò
B∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

Pn(A + rB∞) > µn(T (A) + rB1).

Ïî ýòèì æå ïðè÷èíàì, íà÷èíàÿ ñ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f íà Ωn, ôóíêöèÿ y →
f(T−1(y)) = f(y1, y1 + y2, . . . , y1 + · · ·+ yn) îïðåäåëåíà íà ∆n è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

‖∇f(T−1(y))‖∞ 6 ‖(∇f)(T−1)‖1.
Ýòè ôàêòû ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 2.1. Äëÿ äàííûõ ÷èñåë p ∈ (0, 1), r > 0 è ôóíêöèè R íà [p, 1] ëþáîå ñâîéñòâî
êîíöåíòðàöèè íà ñèìïëåêñå âèäà

µn(A + rB1) > R(µn(A)),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A ⊂ ∆n òàêèõ, ÷òî µn(A) > p, âëå÷åò àíàëîãè÷-
íîå ñâîéñòâî íà êóáå

P(A + rB∞) > R(P(A))

â êëàññå âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A ⊂ [0, 1]n, ñèììåòðè÷íûõ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ êîîðäèíàò
è òàêèõ, ÷òî P(A) > p.

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó 2.1 íà ÿçûêå ôóíêöèé.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü α = α(r) îïðåäåëåíî íà (0, +∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíê-
öèè f íà ∆n òàêîé, ÷òî |f(x)− f(y) 6 ‖x− y‖1 ïðè x, y ∈ ∆n,

µn

{∣∣∣∣f −
∫

f dµn

∣∣∣∣ > r

}
6 α(r), r > 0.

Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f íà [0, 1]n, èíâàðèàíòíîé ïðè ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò è òàêîé,
÷òî |f(x)− f(y) 6 ‖x− y‖∞ ïðè x, y ∈ [0, 1]n, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

P
{∣∣∣∣f −

∫
f dP

∣∣∣∣ > r

}
6 α(r), h > 0.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ââèäó âûøåñêàçàííîãî âìåñòî ñèììåòðèè ïðè ïåðåñòàíîâêàõ â çàêëþ÷å-
íèè ëåììû 2.2 è òåì ñàìûì òåîðåìû 1.2 äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ðàâåíñòâà Pπ-ñðåäíèõ f íà
Ωπ. Àíàëîãè÷íî â ëåììå 2.1 è òåîðåìå 1.1 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òðåáîâàíèåì ðàâåíñòâà îáúåìîâ
ïåðåñå÷åíèé A ∩ Ωπ.
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3. Ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ëåììàì 2.1 è 2.2 èçó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèîíàëîâ, èíâàðè-
àíòíûõ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ, íà êóáå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèé îáùèõ ôóíêöèîíàëîâ
íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (∆n, µn). Íà ïåðâîì øàãå ïîëåçíî èçó÷èòü, êàê ïîñëåäíÿÿ êîîð-
äèíàòà

ηn(x) = xn, x = (x1, . . . , xn),
êîíöåíòðèðóåòñÿ âîêðóã ñâîåãî µn-ñðåäíåãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ηn. ßñíî, ÷òî

Fn(t) = 1− (1− t)n, 0 6 t 6 1,

è ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì

Eηn =
1

n + 1
, Var(ηn) =

n

(n + 1)2(n + 2)
.

Äèñïåðñèÿ èìååò ïîðÿäîê 1
n2

. Ìû óòî÷íèì ýòî ñâîéñòâî â òåðìèíàõ õâîñòîâ ëèïøèöåâûõ ôóíê-
öèé îò ηn.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : (0, 1) → R òàêîé, ÷òî ‖g‖Lip 6 σ è Eg(ηn) = 0,

Eeλg(ηn) 6 e4λ2σ2/n2
, äëÿ |λ|σ 6 n

2
. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó îäíîðîäíîñòè (3.1) ïî g ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ = 1.
Ñíà÷àëà ïîëåçíî ïðåäñòàâèòü ìåðó Fn êàê ëèïøèöåâî ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîé äâóñòî-

ðîííåé ýêñïîíåíöèàëüíîé ìåðû ν íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ ïëîòíîñòüþ

p(t) =
1
2

e−|t|, t ∈ R.

Ïóñòü

F (t) =

t∫

−∞
p(s) ds

îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ F−1 :
(0, 1) → R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

I(t) ≡ p(F−1(t)) = min{t, 1− t}, 0 < t < 1.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì
In(t) ≡ pn(F−1

n (t)) = n(1− t)(n−1)/n, 0 < t < 1,

ãäå pn = F ′n � ïëîòíîñòü ηn. Ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùåå îòîáðàæåíèå Tn : R → (0, 1), êîòîðîå
ïðåîáðàçóåò ν â ìåðó Fn, ò.å. Tn(t) = F−1

n (F (t)). Òîãäà T ′n(F−1(t)) = I(t)/In(t), òàê ÷òî ëèïøèöåâà
ïîëóíîðìà Tn çàïèñûâàåòñÿ òàê:

‖Tn‖Lip = sup
0<t<1

I(t)
In(t)

=
I( 1

2 )
In( 1

2 )
=

21/n

n
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèïøèöåâà ïîëóíîðìà ñóïåðïîçèöèè h = g(Tn) áóäåò íå áîëåå, ÷åì 21/n

n
.

Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ìåðû ν (ñì. [8]), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé
ïåðåôîðìóëèðîâêîé îäíîìåðíîãî èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà

ν(A + (−r, r)) > F (F−1(ν(A)) + r), r > 0.

Èìåííî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h : R → R òàêîé, ÷òî ‖h‖Lip 6 b, ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
h̃ : R → R, êîòîðàÿ èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî ν, êàê h, è òàêîå, ÷òî

‖h̃‖Lip 6 b.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû (ñì. [9, ëåììà 2]), äëÿ çàäàííûõ λ ∈ R è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñ êîíå÷íûì
ïåðâûì ìîìåíòîì âåëè÷èíà

E eλ(h(η)−E h(η))

êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ íåóáûâàþùèõ h : R → R òàêèõ, ÷òî ‖h‖Lip 6 b è ïðèíèìàåò
ìàêñèìóì â ýòîì êëàññå íà ëèíåéíîé ôóíêöèè h(t) = bt. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η ðàñïðåäåëåíî
ñîãëàñíî ν, òàê ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü

ηn = Tn(η).

Ïðèìåíÿÿ ýòî ñâîéñòâî ê ôóíêöèè h̃, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò h = g(Tn) è èìååò ëèïøèöåâó ïîëó-

íîðìó íå áîëåå, ÷åì 21/n

n
, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè |λ| < n/21/n

E eλg(ηn) = E eλh̃(η) 6 E e21/nλη/n =
1

1− ( 21/nλ
n )2

.

Ìîæíî òåïåðü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòîé îöåíêîé
1

1− s
6 e2s

ïðè 0 6 s 6 1
2 , èç êîòîðîé ïîëó÷àåì

E eλg(ηn) 6 e21+2/n λ2/n2
,

åñëè (21/nλ

n

)2

6 1
2
,

ò.å.
|λ| 6 n 2−( 1

2+ 1
n ).

Åñëè n > 2, ýòà îáëàñòü çíà÷åíèé ïîêðûâàåò èíòåðâàë |λ| 6 n/2, è ìû ïîëó÷àåì (3.1).

Çàìå÷àíèå 3.2. Óòâåðæäåíèå ëåììû 3.1 ìîæíî óñèëèòü ïðè n = 1. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà η1 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà (0,1), è, ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì, äëÿ âñåõ λ ∈ R

Eeλg(η1) 6 Eeλσ(η1− 1
2 ) =

sh(λσ/2)
λσ/2

6 eλ2σ2/8.

Ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå, ïîëó÷åííîå ïðÿìûì ïðèëîæåíèåì òåîðåìû Ôóáèíè, ïîêàçûâàåò,
êàê ìåðà Fn ñîîòíîñèòñÿ ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì µn íà ñèìïëåêñå ∆n.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíûé âåêòîð â Rn, ðàñïðåäåëåííûé ñîãëàñíî µn. Òîãäà äëÿ
âñåõ n > 2 ñëó÷àéíûå âåêòîðû

((1− ηn)ξn−1, ηn), ξn

ðàâíîðàñïðåäåëåíû, åñëè ξn−1 è ηn íåçàâèñèìû.

4. Îòêëîíåíèÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé íà ñèìïëåêñå

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ çàäà÷ îá îòêëîíåíèè íà ñèìïëåêñå è äîêàçàòü
ôóíêöèîíàëüíûé âàðèàíò òåîðåìû 1.3. Íàïîìíèì, ÷òî ∆n = {x ∈ Rn

+ : x1 + · · · + xn 6 1}
ñíàáæåíî ðàâíîìåðíîé ìåðîé µn.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f íà ∆n òàêîé, ÷òî
|f(x)− f(y)| 6 ‖x− y‖1,

åñëè x, y ∈ ∆n, èìååì
µn

{∣∣∣∣f −
∫

f dµn

∣∣∣∣ > r

}
6 2 e−cnr2

, r > 0, (4.1)

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà.
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Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, c = 1/144.
Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå ÷åðåç íîðìó Îðëè÷à ‖ · ‖ψ2 , ïî-

ðîæäåííóþ ôóíêöèåé Þíãà ψ2(t) = et2 − 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∥∥∥∥f −

∫
f dµn

∥∥∥∥
ψ2

6 C√
n

,

ãäå C � êîíñòàíòà. Â ÷àñòíîñòè, µn-äèñïåðñèÿ òàêèõ ôóíêöèé îãðàíè÷åíà C2/n (ñ íåêîòîðîé
äðóãîé êîíñòàíòîé).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ãëàäêàÿ è

max
16i6n

∣∣∣∣
∂f(x)
∂xi

∣∣∣∣ 6 σ (4.2)

â int (∆n) ñèìïëåêñà (ãäå σ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð). Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî n, ìû ïðîâå-
ðèì, ÷òî ïðè óñëîâèè (4.2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E eλf(ξn) 6 eλEf(ξn)+cnλ2σ2 ïðè |λ|σ 6 λn, (4.3)
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé cn è λn, ãäå ξn � ñëó÷àéíûé
âåêòîð â Rn ñ ðàñïðåäåëåíèåì µn.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2 ìîæíî âûáðàòü c1 = 1/8, ÷òî ïîäõîäèò ïðè ëþáîì λ1 > 0.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü n > 2. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå f(x), x = (x1, . . . , xn−1, xn) ∈ ∆n,
ôóíêöèè

g(u, t) = f((1− t)u, t), h(u) =

1∫

0

g(u, t) dFn(t) = Eg(u, ηn),

ãäå u = (u1, . . . , un−1) ∈ ∆n−1, 0 < t < 1, è ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ηn èìååò ðàñïðåäåëåíèå Fn,
êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n− 1

∂g(u, t)
∂ui

= (1− t)
∂f((1− t)u, t)

∂xi

÷òî â ñèëó (4.2) íå ïðåâûøàåò σ(1− t) ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣∣
∂h(u)
∂ui

∣∣∣∣ 6 σ

1∫

0

(1− t) dFn(t) = σ
n

n + 1
. (4.4)

Êðîìå òîãî,
∂g(u, t)

∂t
= −

n−1∑

i=1

∂f((1− t)u, t)
∂xi

ui +
∂f((1− t)u, t)

∂xn
,

îòêóäà îïÿòü â ñèëó (4.2) èìååì
∣∣∣∣
∂g(u, t)

∂t

∣∣∣∣ 6 σ

( n−1∑

i=1

ui + 1
)

6 2σ.

Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 3.1, ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè t → g(u, t) c 2σ âìåñòî ëèïøåöåâîé ïîëó-
íîðìû äëÿ âñåõ u ∈ ∆n−1

E eλg(u,ηn) 6 eλEg(u,ηn)+16λ2σ2/n2
= eλh(u) e16λ2σ2/n2

, |λ|σ 6 n

4
. (4.5)

Ñîãëàñíî (4.4) îòíîñèòåëüíî `1-ðàññòîÿíèÿ íà ∆n−1 ôóíêöèÿ h èìååò ëèïøèöåâó êîíñòàíòó,
îãðàíè÷åííóþ âåëè÷èíîé σ n

n+1 . Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (4.3) ïðè ðàçìåð-
íîñòè n− 1 èìååì

E eλh(ξn−1) 6 eλEh(ξn−1)+cn−1(
n

n+1 )2λ2σ2
, äëÿ |λ|σ 6 n + 1

n
λn−1, (4.6)
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ãäå ξn−1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå µn−1 (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ξn−1 íå çàâèñèò îò ηn). Ïîäñòàâèâ u =
ξn−1 â (4.5), èíòåãðèðóÿ ïî µn−1 è ïðèìåíÿÿ (4.6), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E eλg(ξn−1,ηn) 6 eλEh(ξn−1) e[cn−1(
n

n+1 )2+ 16
n2 ]λ2σ2

, (4.7)
ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ λ òàêèõ, ÷òî

|λ|σ 6 min
{

n

4
,
n + 1

n
λn−1

}
. (4.8)

Îäíàêî ïî ëåììå 3.3 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f(ξn) è g(ξn−1, ηn) ðàâíîðàñïðåäåëåííûå. Êðîìå
òîãî,

Eh(ξn−1) = Eg(ξn−1, ηn) = Ef(ξn).
Ïîýòîìó èç (4.7) è (4.8) âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå (4.3) ïðè ðàçìåðíîñòè n, åñëè

cn > cn−1

(
n

n + 1

)2

+
16
n2

, λn 6 min
{

n

4
,
n + 1

n
λn−1

}
.

Äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëîæèòü λn = α(n + 1), ãäå

α(n + 1) 6 n

4
.

Ïîñêîëüêó n > 2, îïòèìàëüíûì áóäåò âûáîð α = 1/6.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ dn = (n + 1) cn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dn >
(

1− 1
n + 1

)
dn−1 +

16 (n + 1)
n2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå dn îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé d (÷òî
ìîæíî âûïîëíèòü èíäóêöèåé ïî n), äîñòàòî÷íî îöåíèòü ÷åðåç d âåëè÷èíó 16 (n + 1)2

n2
. Íàèõóäøàÿ

ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò n = 2, êîãäà d = 36. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü cn = 36/(n + 1).
Îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì σ = 1 è Ef(ξn) = 0, ìû òåì ñàìûì óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè

max
16i6n

∣∣∣∣
∂f(x)
∂xi

∣∣∣∣ 6 1 (4.9)

â int (∆n), òî
Eeλf(ξn) 6 e36 λ2/(n+1), (4.10)

åñëè
|λ| 6 n + 1

6
.

Îäíàêî îáëàñòü çíà÷åíèé λ äîñòàòî÷íî âåëèêà, òàê ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîäîëæèòü (4.10) íà âñå
λ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ ∆n íåîáõîäèìî f(x0) = 0 (òàê
êàê f èìååò íóëåâîå ñðåäíåå). Ïîñêîëüêó |f(x)− f(y)| 6 ‖x− y‖1, ôóíêöèÿ f äîëæíà ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ â [−1, 1], ïîýòîìó âñåãäà èìååì∫

eλf dµn 6 e|λ| 6 e36 λ2/(n+1),

ãäå âòîðîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè |λ| > (n + 1)/36. Ââèäó ýòîãî ìîæíî òàêæå ïîêðûòü
îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ λ â (4.10).

Íàêîíåö, íà÷èíàÿ ñ (4.10) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî r > 0

Prob {f(ξn) > r} 6 e−(n+1) r2/144, (4.11)
è, êîìáèíèðóÿ ñ àíàëîãè÷íûì íåðàâåíñòâîì äëÿ ôóíêöèè −f ,

Prob {|f(ξn)| > r} 6 2 e−(n+1) r2/144.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê (4.1) ïðè c = 1/144.
Íà ýòîì øàãå óñëîâèå (4.9) ìîæíî ñëåãêà îñëàáèòü äî óñëîâèÿ Ëèïøèöà

|f(x)− f(y)| 6 ‖x− y‖1 (x, y ∈ ∆n).

Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà. ¤
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5. Ãàóññîâà êîíöåíòðàöèÿ íà ñèìïëåêñå

Ïåðåõîä îò ôóíêöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ (êàê (4.1) â òåîðåìå 4.1) ê íåðàâåíñòâàì êîíöåíòðà-
öèè (êàê (1.6) â òåîðåìå 1.3) ñòàíäàðòåí. Íàïîìíèì õîä ðàññóæäåíèé. Ïðåäïî÷òèòåëüíî íà÷àòü
ñ îäíîñòîðîííåé îöåíêè (4.11), êîòîðóþ ïåðåïèøåì â âèäå

µn

{
f −

∫
f dµn > r

}
6 e−cnr2

, r > 0. (5.1)

Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà ïðè c = 1/144 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f íà ∆n òàêîé, ÷òî |f(x) − f(y)| 6
‖x− y‖1, åñëè x, y ∈ ∆n.

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì ñëåäóþùèé ôàêò. Äëÿ çàäàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ > 0 ñ ìåäè-
àíîé â íóëå, ò.å. òàêîé, ÷òî

Prob {ξ > 0} 6 1
2
,

èìååì
Eξ 6

√
Var(ξ). (5.2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ F = {ξ > 0} è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(Eξ)2 = (E ξ 1F )2 6 Eξ2 Prob (F ) 6 1
2

Eξ2,

êîòîðîå â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê (5.2).
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, èç íåðàâåíñòâà (4.1) ïîëó÷àåì ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû C > 0

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Varµn(f) 6 C2

n
, (5.3)

ãäå Varµn îáîçíà÷àåò äèñïåðñèþ îòíîñèòåëüíî ìåðû µn. Â ÷àñòíîñòè, åãî ìîæíî ïðèìåíèòü ê
ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ

fA(x) = dist(A, x) = inf
y∈A

‖x− y‖1, x ∈ ∆n,

äëÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ A èç ∆n. Åñëè, êðîìå òîãî,

µn(A) > 1
2
,

òî, êîìáèíèðóÿ (5.2) è (5.3), ïîëó÷àåì

EµnfA =
∫

fA(x) dµn(x) 6 C√
n

.

Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî
r > 2C√

n
èìååì

µn{fA > r} 6 µn

{
fA −EµnfA > r − C√

n

}
6 µn

{
fA −EµnfA > r

2

}
6 e−cnr2/4,

ãäå íà ïîñëåäíåì øàãå ìû ïðèìåíèëè (5.1). Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îñòàåòñÿ âåðíûì ïðè

0 < r <
2C√

n

ñ âîçìîæíî ìåíüøåé êîíñòàíòîé c, òàê êàê

e−cnr2/4 > 1
2

> µn{fA > r}.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî {fA > r} ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A+rB1 â ∆n, ò.å. ìû ïîëó÷èëè
íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè âèäà

1− µn(A + rB1) 6 e−cnr2
, r > 0. (5.4)
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Çàìå÷àíèå 5.1. Îòìåòèì òàêæå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ñîäèíà [10], êîòîðîå
äîñòàâëÿåò àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ:

1− µn(A + rB2) 6 e−cnr, r > 0. (5.5)
Âîñïîëüçóÿñü B2 ⊂

√
nB1 è âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ, íà îñíîâå (5.5) ïîëó÷àåì ýêñïîíåí-

öèàëüíóþ îöåíêó
1− µn(A + rB1) 6 e−c

√
nr,

êîòîðàÿ, îäíàêî, ñëàáåå îöåíêè (5.4).
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