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Âûâîäèòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî ãàóññîâà òèïà äëÿ êëàññà âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûìè ïëîòíîñòÿìè, âîçìóùåí-
íûìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé ãàóññîâîé ìåðû. Áèáëèîãðàôèÿ: 23 íàçâ.

1. Ââåäåíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γn îáû÷íóþ ãàóññîâó ìåðó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñ ïëîòíîñòüþ
dγn(x)

dx
=

1
(2π)n/2

e−|x|
2/2, x ∈ Rn.

Ãàóññîâî èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ Rn è ÷èñëà h > 0

γn(Ah) > Φ
(
Φ−1(γn(A)) + h

)
, (1.1)

ãäå
Ah = {x ∈ Rn : ∃y ∈ A, |x− y| < h}

îáîçíà÷àåò îòêðûòóþ h-îêðåñòíîñòü A (îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ). Çäåñü è íèæå ìû
èñïîëüçóåì îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2, Φ(x) =

x∫

−∞
ϕ(y) dy (−∞ 6 x 6 +∞),

äëÿ ìàðãèíàëüíîé ïëîòíîñòè è ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ γn ñ îáðàòíîé ôóíê-
öèåé Φ−1 : [0, 1] → [−∞, +∞].

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäè âñåõ ïîäìíîæåñòâ A ïðîñòðàíñòâà Rn ôèêñèðîâàííîé ìåðû t =
γn(A) çíà÷åíèå γn(Ah) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì íà ïîëóïðîñòðàíñòâàõ ìåðû t.

Ïîëàãàÿ h → 0 â (1.1), â ïðåäåëå ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî,
êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

γ+
n (A) > I(µ(A)), (1.2)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå NSF.

c© Ñ. Ã. Áîáêîâ, 2010
3



44 Ñ. Ã. Áîáêîâ

ãäå

γ+
n (A) = lim inf

h→0

γn(Ah)− γn(A)
h

îáîçíà÷àåò ãàóññîâ ïåðèìåòð A è

I(t) = ϕ(Φ−1(t)), 0 6 t 6 1,

îáîçíà÷àåò èçîïåðèìåòðè÷åñêèé ïðîôèëü (íàçûâàåìûé òàêæå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
èëè ìèíèìèçèðóþùåé ïëîùàäü ôóíêöèåé) äëÿ ìåðû γn.

Íåðàâåíñòâî (1.1) ïîëó÷èëè â ñåðåäèíå 1970-õ ãã. Ñóäàêîâ è Öèðåëüñîí [1], è íåçàâèñèìî
Áîðåëëü [2]. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â òåîðèè ãàóññî-
âûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, è ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ýòîò ðåçóëüòàò
ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äîêà-
çàòåëüñòâ íåðàâåíñòâà (1.1). Ìû êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà íèõ.

1. Îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî â [1] è [2] îñíîâàíî íà èçîïåðèìåòðè÷åñêîì ñâîéñòâå øàðîâ
íà ñôåðå (òåîðåìà Ëåâè è Øìèäòà).

2. Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà íåðàâåíñòâå òèïà Áðóííà � Ìèíêîâñêîãî, ïðèíàäëåæèò
Ýðõðàðäó (ñì. [3]�[7]).

3. Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà òåîðèè ïîëóãðóïï è èñïîëüçóþùåå îïåðàòîðû Îðíøòåéíà �
Óëåíáåêà [8, 9].

4. Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ñïåöèàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî
íåðàâåíñòâà íà äèñêðåòíîì êóáå [10].

5. Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ëåììå ëîêàëèçàöèè Ëîâàøà � Ñèìîíîâè÷à [11].

Ïðè íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ìîæíî âêëþ÷àòü â (1.1)�(1.2) ðàçëè÷íûå íåãàóññîâû âåðîÿòíîñòíûå
ìåðû. Â ÷àñòíîñòè, êàê áûëî óñòàíîâëåíî â [8], èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå
íåðàâåíñòâî ãàóññîâà òèïà

µ(Ah) > Φ
(
Φ−1(µ(A)) + h

)
(1.3)

äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rn ñ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî
γn. Ýêâèâàëåíòíî, ñïðàâåäëèâî òàêîå æå óòâåðæäåíèå, êîãäà µ èìååò ïëîòíîñòü âèäà

dµ(x)
dx

= e−
1
2 |x|2−v(x), x ∈ Ω, (1.4)

ãäå v : Ω → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòêðûòîì (îãðàíè÷åííîì èëè íåîãðà-
íè÷åííîì) âûïóêëîì ìíîæåñòâå Ω â Rn. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîäåðæèòñÿ â
[11]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàë Êàôôàðåëëè [12], ëþáàÿ òàêàÿ ìåðà µ ïðåäñòàâëÿåò ñæà-
òèå (ò.å. îáðàç ïðè ëèïøèöåâîì îòîáðàæåíèèè ñ ëèïøèöåâîé êîíñòàíòîé íå áîëåå, ÷åì 1) ìåðû
γn. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (1.3) äëÿ µ ñ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî γn,
òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ÷èñòî ãàóññîâà ñëó÷àÿ (1.1).

2. Âîçìóùåíèÿ

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â îáîáùåíèè èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà (1.3) íà ñëó-
÷àé áîëåå îáùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ âîçìóùåííûìè ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûìè ïëîòíîñòÿìè
îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé ãàóññîâîé ìåðû.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå Ω â
Rn ñ ïëîòíîñòüþ (1.4), ãäå v � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Ω òàêàÿ, ÷òî

v∗(x) 6 v(x) 6 v∗(x) + c, x ∈ Ω, (2.1)
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äëÿ íåêîòîðîé âûïóêëîé ôóíêöèè v∗ íà Ω è íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn è h > 0

µ(Ah) > Φ
(
Φ−1(µ(A)) + e−ch

)
. (2.2)

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî óòî÷íèòü, ðàññìîòðåâ ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå ôîðìû äëÿ (2.2).
Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1 äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè
â [0, 1]

I(Ef) 6 E
√

I(f)2 + e2c |∇f |2. (2.3)

Çäåñü |∇f | îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó äëèíó ãðàäèåíòà f è îæèäàíèå

Ef =
∫

f dµ

ïîíèìàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè íåñëîæíî îáîáùèòü íåðàâåíñòâî
(2.3) íà êëàññ âñåõ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé f : Rn → [0, 1] ñ îáîáùåííûì ìîäóëåì
ãðàäèåíòà, îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé

|∇f(x)| = lim sup
y→x

|f(x)− f(y)|
|x− y| , x ∈ Rn. (2.4)

Òàêèå ôóíêöèè äèôôåðôåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó, è âî âñåõ òî÷êàõ x äèôôåðåíöèðóåìîñòè of f
èç (2.4) ïîëó÷àåì îáû÷íîå îïðåäåëåíèå

|∇f(x)|2 =
n∑

i=1

∣∣∣∂f(x)
∂xi

∣∣∣
2

.

Â ñèëó ýëåìåíòàðíîé îöåíêè√
a2 + b2 6 |a|+ |b|, (a, b ∈ R),

èç (2.3) ïîëó÷àåì
I(Ef)−EI(f) 6 ec E |∇f | (2.5)

â òàêèõ æå ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññàõ. Êðîìå òîãî, ïðè àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè f
èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé 1A áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (2.5) ïðåâðàùà-
åòñÿ â èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî äëÿ µ-ïåðèìåòðà (êàê (1.2)),

µ+(A) > e−c I(µ(A)). (2.6)
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåòðóäíî �ïðîèíòåãðèðîâàòü� ïî ïàðàìåòðó h è ïîëó÷èòü (2.2) (ñì. ïî-
äðîáíîñòè, íàïðèìåð, â [13, 14]). Ïîëó÷èòü îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ òàêæå íåñëîæíî, òàê ÷òî
íåðàâåíñòâà (2.2), (2.5) è (2.6) ýêâèâàëåíòíû.

Îäíàêî ôóíêöèîíàëüíîå íåðàâåíñòâî (2.3) òðåáóåò áîëåå òîíêîãî îáðàùåíèÿ, è íåò óâåðåí-
íîñòè â òîì, ÷òî åãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå (2.2) â ñëó÷àå îáùèõ ìåð.

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû (2.3) ïåðåä (2.2) çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ñâîéñòâå
�òåíçîðèçàöèè�. Èìåííî (ñì. [10]), èñõîäÿ èç âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rn, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
(2.3) ïðè çàäàííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè I(t) > 0, ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå
íåðàâåíñòâî (ò.å. (2.3) è òåì ñàìûì (2.2), êàê ñëåäñòâèå) äëÿ âñåõ ìåð ïðîèçâåäåíèé

µN = µ⊗ · · · ⊗ µ

íà RnN ñ òàêîé æå ôóíêöèåé I è òàêîé æå êîíñòàíòîé ec.
Äðóãîå ïðåèìóùåñòâî (2.3) ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü îíî ñîäåðæèò â ñåáå ðÿä êàíîíè÷åñêèõ

àíàëèòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Íàïðèìåð, ïðèìåíÿÿ åãî ê ôóíêöèÿì âèäà εf ñ îãðàíè÷åííîé ãëàäêîé
ôóíêöèåé f > ε0 > 0 ïðè ε → 0 è èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó

I(t) ∼ t
√

2 log(1/t)
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ïðè ìàûëõ çíà÷åíèÿõ t, â ïðåäåëå ïîëó÷àåì

Ef log f −Ef log Ef 6 e2c

2
E
|∇f |2

f
.

Ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíî îáîáùèòü ýòî íåðàâåíñòâî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé f > 0 íà Ω ñ êîíå÷íûì Ef . Çàìåíÿÿ f íà f2, ïîëó÷àåì ëîãàðèôìè÷åñêîå
íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

Ef2 log f2 −Ef2 log Ef2 6 2e2c E |∇f |2, (2.7)
êîòîðîå ñïðàâåäëèâî â êëàññå âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f íà Ω ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì Ef2.
(Ôàêòè÷åñêè, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (2.7) êîíå÷íà, òî Ef2 òàêæå êîíå÷íî.)

Ïðèìåíÿÿ (2.7) ê f + C ïðè C → +∞, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî òèïà Ïóàíêàðå
Ef2 − (Ef)2 6 e2c E |∇f |2. (2.8)

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî èç ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû (2.3) ïðèìåíåíèåì
ê ôóíêöèÿì âèäà t + εf , t ∈ (0, 1) ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàíî è ε → 0 (â ýòîì âûâîäå ñëåäóåò
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ãàóññîâà èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ I ′′(t) = −1/I(t) ïðè 0 < t < 1).

Â ãàóññîâîì ñëó÷àå µ = γn èìååì c = 0, è â ýòîì ñëó÷àå îáà íåðàâåíñòâà (2.7) è (2.8)
õîðîøî èçâåñòíû (ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà (2.7) ïîëó÷èë Ãðîññ [15]). Â áîëåå
îáùåì ñëó÷àå èìååì c = 0, êîãäà µ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà îòíîñèòåëüíî γn, ò.å. êîãäà îíà
èìååò ïëîòíîñòü

p(x) = e−
1
2 |x|2−v(x)

ñ âûïóêëîé v [8]. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåïèñàòü (2.8) â âèäå
1
2

∫
(f(x)− f(y))2 p(x) p(y) dxdy 6

∫
|∇f |2 p(x) dx. (2.9)

Ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè èç (2.9) àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà òèïà Ïó-
àíêàðå äëÿ âîçìóùåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν èìååò ïëîòíîñòü

q(x) = e−
1
2 |x|2−v(x),

ãäå òåïåðü ôóíêöèÿ v íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëà, íî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1) èç òåîðåìû 2.1.
Òîãäà

1 6
∫

e−
1
2 |x|2−v∗(x) dx 6 ec,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
p(x) = e−

1
2 |x|2−v∗(x)−c∗

ïðåäñòàâëÿåò ïëîòíîñòü íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ñêàæåì µ, ãäå c∗ ∈ [0, c] � íåêîòîðàÿ
ïîäõîäÿùàÿ êîíñòàíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî

e−c q(x) 6 p(x) 6 ec q(x)

äëÿ âñåõ x, è, ïîñêîëüêó p óäîâëåòâîðÿåò (2.9), íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì
e−2c

2

∫
(f(x)− f(y))2 p(x) p(y) dxdy 6 ec

∫
|∇f |2 p(x) dx.

Ýêâèâàëåíòíî
Eνf2 − (Eνf)2 6 e3c Eν |∇f |2,

ãäå îæèäàíèÿ áåðóòñÿ òåïåðü ïî ν. Îäíàêî, ýòî íåðàâåíñòâî ñëàáåå íåðàâåíñòâà òèïà Ïóàíêàðå
(2.8).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ëèíåàðèçàöèþ ôóíêöèîíàëà ýíòðîïèè (÷òî òàê-
æå ïðèâîäèò ê áîëåå ïëîõîìó ïîâåäåíèþ êîíñòàíòû, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà
c), ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ àíàëîãà ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà (2.7), åñëè ìû èñõî-
äèì èç ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ c = 0. Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, íåò íèêàêèõ ïðÿìûõ äîêàçàòåëüñòâ âûâîäà
ôóíêöèîíàëüíîãî íåðàâåíñòâà (2.3) èç òàêîãî æå íåðàâåíñòâà äëÿ êëàññà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ
ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûìè ïëîòíîñòÿìè îòíîñèòåëüíî γn. Ïîýòîìó ïîòðåáóåòñÿ èíîé ïîäõîä
äëÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 2.1 è 2.2. Ìû îòäåëüíî ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé â § 3. Çàòåì
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ìû îïèøåì îáùèé ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè, êîòîðûé ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ñâåäåíèÿ òåîðåìû 2.2 ê îä-
íîìåðíîìó ñëó÷àþ, è çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî â § 4. Â § 5 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå
âû÷èñëåíèÿ ñ öåëüþ èëëþñòðàöèè âîçìóùåííîãî èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà.

3. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå òåîðåìà 2.2 ïîëó÷àåòñÿ èç ãàóññîâîãî ñëó÷àÿ â (2.3) ïðè µ = γ1 è
ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà îòêðûòîì èíòåðâàëå ∆ ⊂ R ñ ïëîòíî-
ñòüþ

dµ(x)
dx

= e−|x|
2/2−v(x),

ãäå v � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ∆ òàêàÿ, ÷òî
v∗(x) 6 v(x) 6 v∗(x) + c, x ∈ ∆, (3.1)

ñ íåêîòîðîé âûïóêëîé ôóíêöèåé v∗ : ∆ → R è êîíñòàíòîé c > 0. Òîãäà µ ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì
ãàóññîâîé ìåðû íà R ñ íóëåâûì ñðåäíèì è îòêëîíåíèåì e2c.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå c â (3.1) äàåòñÿ ôîðìóëîé
c = sup

x∈∆
[v(x)− v∗(x)], (3.2)

ãäå v∗ � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà v íà ∆, ò.å.
v∗(x) = sup{`(x) : ` àôôèííàÿ, v > ` íà ∆}, x ∈ ∆.

Â ñèëó ëåììû ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå T : R → ∆ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà ‖T‖Lip 6 ec,
êîòîðîå ïðåîáðàçóåò îáû÷íóþ ãàóññîâó ìåðó γ1 â ìåðó µ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíîìåðíîå
íåðàâåíñòâî (2.3) â ñëó÷àå µ = γ1 [10]. Òîãäà äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè u : R →
[0, 1]

I

( ∫
u dγ1

)
6

∫ √
I(u)2 + |u′|2 dγ1.

Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ê ôóíêöèè u = f(T ), ãäå f : R → [0, 1] ëîêàëüíî ëèïøèöåâà, è
èñïîëüçóÿ

|u′| 6 ec |f ′(T )|,
ãäå |u′| è |f ′| ìîæíî ïîíèìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.4), ïîëó÷àåì

I

( ∫
f(T ) dγ1

)
6

∫ √
I(f(T ))2 + e2c |f ′(T )|2 dγ1.

Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå f(T ) äëÿ γ1 ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì f äëÿ µ, ïîëó÷àåì

I

( ∫
f dµ

)
6

∫ √
I(f)2 + e2c |f ′|2 dµ. (3.3)

Ýòî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (2.3) èç òåîðåìû 2.2 ïðè ðàçìåðíîñòè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1. Ïðåæäå âñåãî ïåðåôîðìóëèðóåì óñëîâèå (3.1). Îíî ýêâèâà-
ëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ ∆, ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ ` òàêàÿ, ÷òî

(a) v(x0) = `(x0),

(b) v(x) > `(x)− c äëÿ âñåõ x ∈ ∆.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ ∆ ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ
` = `x0 , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (a)�(b). Òîãäà ôóíêöèÿ

v∗(x) = sup
x0∈∆

[`x0(x)− c]

âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò (3.1).
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Îáðàòíî, åñëè âåðíî (3.1), òî â ñèëó âûïóêëîñòè v∗ äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ ∆ ñóùåñòâóåò
àôôèííàÿ ôóíêöèÿ `∗, êàñàòåëüíàÿ ê v∗ â ýòîé òî÷êå. Ïîëîæèì

` = `∗ + c∗,

ãäå c∗ = v(x0)−v∗(x0). Òîãäà ` � òðåáóåìàÿ àôôèííàÿ ôóíêöèÿ: `(x0) = v(x0) è ` 6 v∗+c 6 v+c
íà ∆.

Òåïåðü çàïèøåì ïëîòíîñòü µ â âèäå
q(x) = ϕ(x) e−v(x)

(ãäå íîâàÿ ôóíêöèÿ v îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé ñëàãàåìûì) è îáîçíà÷èì ÷åðåç

F (x) = µ((−∞, x]) =

x∫

−∞
q(y) dy

ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ è íåïðåðûâíà íà íîñèòåëå
∆ = (a, b) ìåðû µ. Ââåäåì îáðàòíóþ ôóíêöèþ F−1 : (0, 1) → ∆ è ïîëîæèì q = 0 âî âíåøíîñòè ∆.

Äàëåå ðàññóæäàåì ïî àíàëîãèè ñ [11]. Çàêëþ÷åíèå ëåììû 3.1 ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì
ñôîðìóëèðîâàòü êàê íåðàâåíñòâî

q(F−1(t)) > e−cϕ(Φ−1(t)) = e−cI(t) äëÿ âñåõ t ∈ (0, 1).

Â èíîé ïîñòàíîâêå, äëÿ çàäàííûõ x0 ∈ ∆ è t ∈ (0, 1), åñëè
µ(−∞, x0) > t, µ(x0,+∞) > 1− t, (3.4)

òî
q(x0) > e−cI(t). (3.5)

Èòàê, çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ R è ÷èñëî t ∈ (0, 1). Ìû óñòàíîâèì (3.5) äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà M âñåõ êîíå÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ìåð Áîðåëÿ µ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ ïëîòíîñòÿìè

q(x) = ϕ(x)e−v(x),

ãäå v : R → (−∞,+∞] � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
∆ = {x ∈ R : v(x) < +∞}

ïðåäñòàâëÿåò îòêðûòûé èíòåðâàë, ãäå v íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.1) è (3.4).
Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì áóäåò x0 ∈ ∆.

Íàøà öåëü � ìèíèìèçèðîâàòü q(x0) êàê ôóíêöèîíàë íà M , ò.å. íàéòè èëè îöåíèòü ñíèçó
κ = inf

µ∈M
q(x0).

Ââåäåì ïîäêëàññ M0 ⊂ M âñåõ êîíå÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ìåð µ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ
ïëîòíîñòÿìè

q(x) = ϕ(x) e−`(x),

ãäå ` àôôèííàÿ, è ïîëîæèì
κ0 = inf

µ∈M0
q(x0).

Òåïåðü ðàññìîòðèì µ â M ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè q, v è ∆, è äîïóñòèì, ÷òî (3.1) ñïðàâåäëèâî íà
èíòåðâàëå ∆. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ `, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (a)�(b).
Ðàññìîòðèì ìåðó µ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ ïëîòíîñòüþ

q(x) = ϕ(x) e−(`(x)−c).

Â ñèëó ñâîéñòâà (b)
q(x) > q(x) äëÿ âñåõ x ∈ R,

è ïîýòîìó µ óäîâëåòâîðÿåò (3.4), îòêóäà µ ∈ M0. Â ñèëó ñâîéñòâà (a)
q(x0) = ecq(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî,
κ > e−cκ0.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.5) è òåì ñàìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî κ0 > I(t).

Ïëîòíîñòü ëþáîé ìåðû µ ∈ M0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
q(x) = Aϕ(x)eλx = Aeλ2/2ϕ(x− λ),

ãäå A > 0 è λ ∈ R � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òàê êàê
x0∫

−∞
ϕ(x)eλx dx = eλ2/2Φ(x0 − λ),

+∞∫

x0

ϕ(x)eλx dx = eλ2/2(1− Φ(x0 − λ)),

óñëîâèå (3.4) ïðèíèìàåò âèä
Aeλ2/2Φ(x0 − λ) > t, Aeλ2/2(1− Φ(x0 − λ)) > 1− t,

è ïðè ýòîì óñëîâèè íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
q(x0) = Aeλ2/2ϕ(x0 − λ) > I(t).

Ýêâèâàëåíòíî, ïîñëå çàìåíû B = Aeλ2/2, y = x0 − λ íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
B Φ(y) > t, B (1− Φ(y)) > 1− t =⇒ Bϕ(y) > I(t).

Ýòî â òî÷íîñòè òî æå, ÷òî è íåðàâåíñòâî

max
{

t
ϕ(y)
Φ(y)

, (1− t)
ϕ(y)

1− Φ(y)

}
> I(t) äëÿ âñåõ y ∈ R. (3.6)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(y) ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà â ñèëó, íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêîé âî-
ãíóòîñòè ìåðû γ1. Ñëåäîâàòåëüíî,

(log Φ(y))′ =
ϕ(y)
Φ(y)

ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è äîñòèãàåò ñâîé ìèíèìóì â èíòåðâàëå y 6 y0 = Φ−1(t) â
êîíöåâîé òî÷êå y0. Òàêèì îáðàçîì,

t
ϕ(y)
Φ(y)

> t
ϕ(y0)
Φ(y0)

= I(t), y 6 y0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (3.6) äëÿ âñåõ y 6 y0. Òàê êàê ôóíêöèÿ 1−Φ(y) ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà,
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû ê èíòåðâàëó y > y0. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà. ¤

4. Ëîêàëèçàöèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2

Ïðè ñâåäåíèè òåîðåìû 2.2 ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ èñïîëüçóåòñÿ ëåììà î ëîêàëèçàöèè [16]
(ñì. òàêæå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîãî ìåòîäà [17, 18]). Áîëåå òî÷íî, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåãêà
ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåðñèÿ ëåììû î ëîêàçàëèçàöèè èç [19, Ñëåäñòâèå 2.4].

Ëåììà 4.1. Ïóñòü R è S � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îãðàíè÷åííîì îòêðûòîì âûïóêëîì
ìíîæåñòâå Ω â Rn, èíòåãðèðóåìûå îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà è òàêèå, ÷òî∫

R(x) dx = 0,

∫
S(x) dx > 0. (4.1)

Òîãäà ìîæíî íàéòè âåêòîðû a, b ∈ Ω è ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòóþ ôóíêöèþ ψ íà [0, 1] òàêèå,
÷òî

1∫

0

R(ta + (1− t)b)ψ(t) dt = 0,

1∫

0

S(ta + (1− t)b) ψ(t) dt > 0. (4.2)

Êðîìå òîãî, ψ ìîæíî âûáðàòü â âèäå
ψ(t) = `(t)n−1,
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ãäå ` � àôôèííàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1].

Ýòî óòâåðæäåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ â [19] ïðè óñëîâèè ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó è îãðàíè÷åí-
íîñòè S. Îäíàêî, èç äîêàçàòåëüñòâî âèäíî, ÷òî ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
S çà ñ÷åò íåïðåðûâíîñòè (ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà (2.2) â [19, p. 546] îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ
ìåíüøåãî îòêðûòîãî âûïóêëîãî ïîäìíîæåñòâà Ω′ ìíîæåñòâà Ω ñ çàìûêàíèåì â Ω, è òîãäà S
áóäåò îãðàíè÷åííîé â Ω′).

Òåïåðü ïóñòü µ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíî-
æåñòâå Ω ⊂ Rn ñ ïëîòíîñòüþ

p = e−|x|
2/2−v(x), x ∈ Ω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v íåïðåðûâíà íà Ω. Äëÿ çàäàííûõ âåêòîðîâ w, θ ∈ Rn, |θ| = 1, è ëîãàðèôìè-
÷åñêè âûïóêëîé ôóíêöèè ψ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â R áóäåì íàçûâàòü îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü

q(s) =
1
Z

p(w + sθ)ψ(s), s ∈ R, (4.3)

îáîáùåííûì óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì µ, ãäå Z � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü òàêîé, ÷òî
∫

q(s) ds = 1

(çäåñü ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî w + sθ ∈ Ω äëÿ âñåõ s èç êîìïàêòíîãî íîñèòåëÿ ψ).

Ëåììà 4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå îáîáùåííîå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå µ ÿâëÿåòñÿ
ñæàòèåì ãàóññîâîé ìåðû íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ íóëåâûì ñðåäíèì è îòêëîíåíèåì σ2. Òîãäà
äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â [0, 1]

I(Ef) 6 E
√

I(f)2 + σ2 |∇f |2. (4.4)

Îæèäàíèÿ ïîíèìàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî Ω ìîæíî ñ÷èòàòü îãðàíè÷åííîé. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (4.4) ê íîðìèðîâàííûì ñóæåíèÿì µn ìåðû µ íà Ωn = Ω ∩B(0, n)
è ïîëîæèì n → ∞. Òîãäà åñëè (4.4) âûïîëíåíî äëÿ µn, â ïðåäåëå ýòî æå âåðíî äëÿ µ. Çäåñü
ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî îáîáùåííîå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå µn ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåííîå
óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå µ.

Èòàê, äîïóñòèì, ÷òî Ω îãðàíè÷åíà. Äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü (4.4) äëÿ êëàññà íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : Rn → [0, 1] ñ îãðàíè÷åííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ñôîðìóëè-
ðóåì (4.4) â èíîì âèäå. Äëÿ ëþáûõ α ∈ (0, 1) è f

åñëè Ef = α, òî I(α) 6 E
√

I(f)2 + σ2 |∇f |2.
Çàôèêñèðóåì ÷èñëî α ∈ (0, 1) è (ñ öåëüþ ïðèäòè ê ïðîòèâîðå÷èþ) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèâå-

äåííàÿ âûøå èìïëèêàöèÿ íåâåðíà, ò.å.

Ef = α, I(α) > E
√

I(f)2 + σ2 |∇f |2.
Ýêâèâàëåíòíî,

E (f − α) = 0, E
[
I(α)−

√
I(f)2 + σ2 |∇f |2

]
> 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (4.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
R(x) = (f(x)− α) p(x),

S(x) =
[
I(α)−

√
I(f(x))2 + σ2 |∇f(x)|2

]
p(x).

Îáå ôóíêöèè íåïðåðûâíû íà Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 4.1 íåðàâåíñòâî (4.2) âûïîëíåíî
äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ a, b ∈ Ω è ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ôóíêöèè ψ íà [0, 1].
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Ñëó÷àé a = b â (4.2) íå ìîæåò èìåòü ìåñòà, òàê êàê òîãäà ìû ïîëó÷èëè áû R(a) = 0, S(a) > 0,
ò.å.

f(a)− α = 0, I(α)−
√

I(f(a))2 + σ2 |∇f(a)|2 > 0,

÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî √
I(α)2 + σ2 |∇f(a)|2 < I(α).

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ a 6= b. Ïîëîæèì

θ =
a− b

|a− b| , w = b

è, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé s = |a− b|t, ïåðåïèøåì (4.2) â âèäå
|a−b|∫

0

R(w + sθ) ψ̃(s) ds = 0,

|a−b|∫

0

S(w + sθ) ψ̃(s) ds > 0,

(4.5)

ãäå
ψ̃(s) = ψ(

s

|a− b| ).
Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà è èìååò íîñèòåëü íà èíòåðâàëå ∆ = (0, |a−
b|). Êðîìå òîãî, â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà ∆ ñ ïëîòíîñòüþ q(s), îïðåäåëåííîé â (4.3),
äëÿ ôóíêöèè ψ̃ ñîîòíîøåíèÿ (4.5) ïðèíèìàþò âèä∫

(f(w + sθ)− α) dν(s) = 0, (4.6)
∫ [

I(α)−
√

I(f(w + sθ))2 + σ2 |∇f(w + sθ)|2
]

dν(s) > 0. (4.7)

Ôóíêöèÿ g(s) = f(w + sθ) äèôôåðåíöèðóåìà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è èìååò ïðîèçâîäíóþ
g′(s) = 〈∇f(w + sθ), θ〉 ,

îòêóäà
|g′(s)| 6 |∇f(w + sθ)|.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.6) è (4.7) ïîëó÷àåì∫
(g − α) dν = 0,

∫ [
I(α)−

√
I(g)2 + σ2 |g′|2

]
dν > 0,

è, ñîáèðàÿ ôîðìóëû âìåñòå,

I

( ∫
g dν

)
>

∫ √
I(g)2 + σ2 |g′|2 dν. (4.8)

Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ν ïðåäñòàâëÿåò ñæàòèå ãàóññîâîé ìåðû íà
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ íóëåâûì ñðåäíèì è îòêëîíåíèåì σ2 = e2c. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ëåììû
3.1 äëÿ òàêèõ ìåð âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.3), ò.å. (4.8) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Ëåììà
4.2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Ïóñòü p(x) = e−|x|
2/2−v(x), x ∈ Ω, � ïëîòíîñòü µ. Ëþáîå

îáîáùåííîå óñëîâèå ðàñïðåäåëåíèå µ èìååò ïëîòíîñòü âèäà

q(s) =
1
Z

p(w + sθ)ψ(s) =
1
Z

exp
{
− s2

2
− 〈w, θ〉 s− |w|2

2
− v(w + sθ)− V (s)

}
, s ∈ R,

ãäå ψ(s) = e−V (s) è V : R → (−∞, +∞] âûïóêëà. Ìîæíî ñóçèòü ýòó ïëîòíîñòü íà îòêðûòûé
èíòåðâàë ∆ âåùåñòâåííîé îñè, ãäå V êîíå÷íà è w + sθ ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî,

q(s) = e−
1
2 s2−v(s), ãäå v(s) = v(w + sθ) + V (s), (4.9)

ãäå V � (êîíå÷íàÿ) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà ∆.
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Îäíàêî ââèäó îñíîâíîãî óñëîâèÿ (2.1) äëÿ âñåõ s ∈ ∆ èìååì

v∗(w + sθ) + V (s) 6 v(w + sθ) + V (s) 6 v∗(w + sθ) + V (s) + c.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (3.1) ëåììû 3.1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèè v. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
ëåììû 3.1 ìåðà ñ ïëîòíîñòüþ q ïðåäñòàâëÿåò ñæàòèå ãàóññîâîé ìåðû íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ
íóëåâûì ñðåäíèì è îòêëîíåíèåì e2c.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 4.2 ïðè σ2 = e2c.

5. Ïðèìåðû è çàìå÷àíèÿ

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà, òåîðåìó 2.2 ìîæíî äîêàçàòü ïðè íåñêîëüêî
áîëåå ñëàáîì óñëîâèè íà ôóíêöèþ v. Öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v : Rn → (−∞, +∞] c-êâàçèâûïóêëà (c > 0),
åñëè Ω = {x : v(x) < +∞} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â Rn è äëÿ êàæäûõ òî÷êè
x0 ∈ Ω è ïðÿìîé L, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x0, ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ ` òàêàÿ, ÷òî

(a) v(x0) = `(x0),

(b) v(x) > `(x)− c äëÿ âñåõ x ∈ Ω ∩ L.

Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî v c-êâàçèâûïóêëà íà Ω.

Ïðè ðàçìåðíîñòè 1 ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, v c-êâàçè-
âûïóêëà íà Ω ⊂ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïðÿìîé L òàêîé, ÷òî Ω ∩ L 6= ∅,

(vL)∗ 6 v 6 (vL)∗ + c íà Ω ∩ L,

ãäå (vL)∗ � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íà L ñóæåíèé v|L íà èíòåðâàë ∆ = Ω ∩ L.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ c, ïðè êîòîðîì v c-êâàçèâûïóêëà, èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî
c 6 sup

x
[v(x)− v∗(x)],

ãäå v∗ � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà v íà Ω. Â ðàçìåðíîñòè 1 èìååì ðàâåíñòâî, îäíàêî íå î÷åâèäíî,
áóäåò ëè ýòî âåðíî ïðè n > 2.

Â ëþáîì ñëó÷àå, íåðàâåíñòâî (2.3) îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè v c-êâàçèâûïóêëà íà Ω. Êðîìå òîãî,
òåîðåìó 2.2 ìîæíî ôîðìàëüíî îáîáùèòü, ñðàâíèâàÿ µ ñ íåñòàíäàðòíûìè ãàóññîâûì ìåðàìè, êàê
ýòî ñäåëàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rn ñ ïëîòíîñòüþ
dµ(x)

dx
= e−|x|

2/2σ2−v(x), (5.1)

ãäå σ > 0 � ïàðàìåòð è v � c-êâàçèâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà Rn (c > 0). Òîãäà äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî
ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â [0, 1]

I

( ∫
f dµ

)
6

∫ √
I(f)2 + C2|∇f |2 dµ, C = σec. (5.2)

Óêàæåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ íåñëîæíî âû÷èñëèòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå c íà
îñíîâå îäíîìåðíîé ôîðìóëû (3.2).

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ v âûïóêëà íà ïîëóîñè (−∞, x1] è âûïóêëà íà
ïîëóîñè [x2,+∞) äëÿ íåêîòîðîãî x1 < x2. Ïóñòü ` � àôôèííàÿ ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êè (x1, v(x1)) è (x2, v(x2)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàôèê v ëåæèò âûøå ãðàôèêà `
íà èíòåðâàëå [x1, x2]. Òîãäà v c-êâàçèâûïóêëà, ãäå

c = max
x16x6x2

[v(x)− `(x)].
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2. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ôóíêöèÿ v âåùåñòâåííà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è âîãíóòà íà èíòåð-
âàëå [−x2, x2], òî c = v(0)− v(x2).

3. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëèíîìà
v(x) = Ax4 + Bx2,

ãäå A > 0, èìååì c = 0, åñëè B > 0. Â äðóãîì ñëó÷àå

v′′(x) = 12Ax2 + 2B = 0 ⇔ x1,2 = ±
√
−B

6A
,

îòêóäà c =
5B2

36A
.

4. Áîëåå îáùî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè
v(x) = Ax4 + Bx3 + Cx2 + Dx + E, A > 0.

Àôôèííàÿ ÷àñòü Dx + E íå âëèÿåò íà c. ×òîáû ñâåñòè âû÷èñëåíèÿ ê ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó,
çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñäâèãà

v

(
x− B

4A

)
= Ax4 +

(
C − 3B2

8A

)
x2 + àôôèííàÿ ÷àñòü.

Ñëåäîâàòåëüíî,

c = 0, åñëè C > 3B2

8A
,

è â ýòîì ñëó÷àå v âûïóêëà, è

c =
5 (C − 3B2

8A )2

36A
, åñëè C 6 3B2

8A
.

5. Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ p > 2 è σ > 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v(x) =
1
p
|x|p − 1

2σ2
|x|2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
c =

p− 2
2p

σ−
2p

p−2 . (5.3)

Ôîðìóëà (5.3) îñòàåòñÿ âåðíîé äëÿ àíàëîãè÷íîé ôóíêöèè v íà Rn (â åâêëèäîâîé íîðìå | · |).
Ýòîò ôàêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâà âèäà

I

( ∫
f dµp

)
6

∫ √
I(f)2 + C2

p |∇f |2 dµp (5.4)

äëÿ ñôåðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µp íà Rn ñ ïëîòíîñòüþ
dµp(x)

dx
=

1
Z

e−
1
p |x|p , x ∈ Rn,

ãäå Z � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà (êîòîðàÿ çàâèñèò îò p è n). Ïîëîæèì σ = 1 è ïðåäñòàâèì
ïëîòíîñòü ìåðû µp â âèäå (5.1); â ýòîì ñëó÷àå c =

p− 2
2p

ñîãëàñíî (5.3). Â ñèëó (5.2) ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5.2. Äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f : Rn → [0, 1] ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (5.4) äëÿ ìåðû µp, p > 2, ñ êîíñòàíòîé C2

p = exp{(p− 2)/p}.
Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé C2 = 1 ñîîòâåòñòâóåò ãàóññîâîìó ñëó÷àþ µ2 = γn, è Cp 6 e äëÿ âñåõ

p > 2. Íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (5.4), ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, çàìåòèâ, ÷òî µp ïðåäñòàâëÿåò
ïðåîáðàçîâàíèå γn ïðè îòîáðàæåíèè ñ êîíå÷íîé ëèïøèöåâîé êîíñòàíòîé. Ïðè òàêîì ïîäõîäå
òðåáóþòñÿ ðóòèííûå âû÷èñëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ êîíñòàíòû Ëèïøèöà, òîãäà êàê ïîäõîä íà îñíîâå
âîçìóùåíèé (ñì. òåîðåìó) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàìíîãî ïðîùå.

Ïðè 1 6 p < 2 (ýòîò ñëó÷àé èçó÷àëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè) íåðàâåíñòâî (5.4) óæå áîëüøå íå
èìååò ìåñòà äëÿ ãàóññîâîé èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè I (ñì., íàïðèìåð, [20, 21, 22, 23], ãäå
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èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à è ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà ðàññìîòðåíû äëÿ
ìåð µp íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèé µn

p íà Rn).
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ òåîðåìà 5.1 îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé,

÷åì òåîðåìà 2.2 áëàãîäàðÿ ãèáêîìó ïàðàìåòðó σ > 0 (êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ
îïòèìèçàöèè êîíñòàíòû C â (5.2)).
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