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Следуя К. Бореллю [1], вероятностная радо�
новская мера μ на локально выпуклом простран�
стве E называется α�вогнутой (–∞ ≤ α ≤ 1), если
она подчиняется неравенству типа Брунна–Мин�
ковского 

(1)

с произвольными непустыми компактными мно�
жествами A, B ⊂ E и для всех 0 < t < 1. Здесь мы ис�
пользуем стандартное обозначение для взвешен�
ного усреднения множеств по Минковскому, т.е.
(1 – t)A + tB = {(1 – t)a + tb: a ∈ A, b ∈ B}. Такое же
определение применяется и для необязательно
вероятностных (положительных) мер. 

Несмотря на длинную историю исследований,
в настоящее время α�вогнутые меры весьма попу�
лярны в теории вероятностей и выпуклой геомет�
рии. Уже в случае α = 0, когда неравенство (1)
принимает вид 

мы приходим к важному классу логарифмически
вогнутых мер, включающему, в частности, все
гауссовские меры. На евклидовом пространстве
E = �n класс логарифмически вогнутых мер впер�
вые рассмотрел А. Прекопа [2] и ранее другие ав�
торы в одномерном случае [3, 4].

Неравенство (1) становится менее ограничи�
тельным с уменьшением параметра α, и в пре�
дельном случае α = –∞ мы приходим к самому
широкому из этих классов, описываемому нера�
венством 

Такие меры называются выпуклыми (по термино�
логии К. Борелля) или гиперболическими (как
позднее было предложено В.Д. Мильманом). 
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Часто α�вогнутые вероятностные меры появ�
ляются как распределения определенных случай�
ных процессов, так что безразмерный характер
неравенства (1) оказывается чрезвычайно полез�
ным при исследовании различных свойств про�
цессов с распределением μ. Причем многие
утверждения зависят только от параметра выпук�
лости α; интересные примеры, связанные с бро�
уновским движением, приведены в [1]. Бореллем
были также изучены наиболее общие свойства α�
вогнутых мер, такие как закон нуля и единицы и
интегрируемость норм. 

Более детальный анализ α�вогнутых мер на ко�
нечномерных пространствах, в том числе изопе�
риметрические задачи, исследования интегро�
дифференциальных неравенств типа Соболева и
неравенств типа Хинчина для различных функ�
ционалов стал возможным после того, как Л. Ло�
вач и М. Шимоновиц [5] ввели так называемую
локализационную лемму.

Те о р е м а  1 [5]. Если полунепрерывные снизу
интегрируемые функции u, v: �n → � удовлетворя#
ют условию 

то всегда найдутся точки a, b ∈ �n и положитель#
ная аффинная функция l на (0, 1) такие, что 

Существуют и другие варианты этой важной
теоремы ([6]; см. также [7]). Развивая идеи
Л. Пейна и Х. Вайнбергера [8], подход Ловача и
Шимоновица основан на понятии “иглы” (nee�
dle), появляющейся как результат локализации
множеств, на которых интегралы функций u и v
остаются положительными (одновременно).
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Позднее М. Фраделизи и О. Гюдон предложили
альтернативный подход, основанный на описа�
нии экстремальных α�вогнутых мер с компакт�
ным носителем и последующем применении из�
вестной теоремы Крейна–Мильмана (см. [9]). 

Отметим, что локализационная лемма форму�
лируется по отношению к мере Лебега на �n (в ви�
де гипотезы) и меры с весом ln – 1 на сегменте [a, b]
(в виде заключения). В обоих случаях мы имеем

дело с α�вогнутыми мерами при α = . Оказыва�

ется, можно дополнить и распространить теорему 1,
фиксируя значение α, причем на произвольных, в
том числе бесконечномерных пространствах. 

Те о р е м а  2. Пусть (E, μ) – полное локально
выпуклое пространство с конечной α#вогнутой ме#
рой. Если полунепрерывные снизу μ�интегрируемые
функции u, v на E удовлетворяют условию 

то найдутся точки a, b ∈ E и конечная α�вогнутая
мера ν, сосредоточенная на сегменте Δ = [a, b], та#
кие, что 

Теорема 1 часто применяется для того, чтобы
свести различные интегральные соотношения в
�n к аналогичным неравенствам на прямой, хотя
и с дополнительным весом под знаком интеграла.
В силу теоремы 2, если такое соотношение долж�
но охватывать класс всех α�вогнутых мер на E, то
задача сводится к установлению требуемого ре�
зультата для α�вогнутых мер, сосредоточенных на
прямых в пространстве E. 

Как один из примеров, приведем несколько
неравенств для мер множеств, появляющихся как
результат операции типа сжатия: 

Здесь A – измеримое по Борелю подмножество
замкнутого выпуклого множества F ⊂ E, Δ – про�
извольный сегмент внутри F, и mΔ – нормализо�
ванная мера Лебега на Δ (равномерное распреде�
ление). 

Например, если F = E и A – дополнение к цен�
трально�симметричному открытому выпуклому

множеству B ⊂ E, то Aδ = E\ B. 

Те о р е м а  3. Пусть (E, μ) – полное локально
выпуклое пространство с α�вогнутой вероятност#
ной мерой, сосредоточенной на замкнутом выпуклом
множестве F. Для любого измеримого по Борелю мно#

1
n
��

u μd

E

∫ 0, v μd

E

∫ 0,> >

u νd

Δ

∫ 0, v νd

Δ

∫ 0.> >

Aδ x A: Δ∀ F x Δ∈ mΔ A( ) 1 δ–≥⇒( )⊂∈{ },=

δ 0 1,[ ].∈

2
δ
�� 1–⎝ ⎠

⎛ ⎞

жества A ⊂ F и всех δ ∈ [0, 1], таких что μ*(Aδ) > 0,
имеем 

(2)

Здесь μ* обозначает внешнюю меру, ассоции�
рованную с μ. 

В пространстве �n теорема 3 доказана в [10] и
[11]. Она обобщает результат Ф. Назарова, М. Соди�
на и А. Вольберга [12] для логарифмически вогну�
тых мер. В этом случае множества Aδ универсально
измеримы и неравенство (2) принимает вид 

Для приложений теорему 3 полезно сформули�
ровать в терминах распределений функционалов на
пространстве E. Для каждой измеримой по Борелю
μ�почти везде конечной функции f: E → [–∞, ∞] и
всех 0 < ε < 1 определим так называемый модуль
регулярности 

где супремум берется по всем точкам x, y ∈ E та�
ким, что |f(x)| < ∞. 

С л е д с т в и е  1. Для любых 0 < λ < esssup| f | и
ε ∈ (0, 1)

(3)
где δ = δf (ε). 

Как отмечено в [13], поведение величины δf(ε)
при малых значениях ε отвечает за вероятности
как малых, так и больших уклонений f в смысле
меры μ (см. также [10]). 

Например, если f – измеримая, μ�почти везде ко�
нечная норма на E (не равная тождественно нулю),
то 

В этом случае, полагая 

получаем, что неравенство (3) приобретает вид 

(4)

Согласно теореме 3, оно справедливо для любого
центрально�симметричного, измеримого по Бо�
релю, выпуклого множества B в полном локально
выпуклом пространстве E, снабженного α�вогну�
той вероятностной мерой μ. В случае α = 0 полу�
чаем экспоненциальную оценку 

для класса всех логарифмически вогнутых мер.
С использованием локализационной леммы, это
неравенство было сначала доказано Ловачем и
Шимоновицем для шаров и позднее распростра�
нено О. Гюдоном на произвольные симметрич�
ные тела пространства �n [5, 14]. 
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При α < 0 (4) приводит к аналогичным оцен�
кам с полиномиальным убыванием по перемен�
ной r. 

Легко вывести на основе (4) и оценки для веро�
ятностей малых шаров. Например, при условии

μ(B) ≤  заключаем, что 

с постоянной Cα =  (α ≤ 0). 

Наконец, отметим, что для бесконечномерных
α�вогнутых вероятностных мер свойство α ≤ 0 не�
обходимо [15].
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