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1 Ââåäåíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé, òî åñòü, íåóáûâàþùèõ, íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ôóíêöèé F : R → [0, 1], òàêèx ÷òî
F (−∞) = 0, F (∞) = 1. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîïóëÿðíûõ ìåòðèê è ïñåâäî-ìåòðèê d
íà F , è â òåõ èëè èíûõ çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè âîçíèêàþò âîïðîñû îá îöåíèâàíèè ðàñ-
ñòîÿíèÿ d(F,G) (íàïðèìåð, â òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí).
Íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèòü d(F,G) â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ñòèëòüåñà)

f(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dF (x), g(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dG(x) (t ∈ R), (1.1)

1Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âåðîÿòíîñòíûå ìåòðèêè, íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ
2Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ôîíäîì Àëåêñàíäðà ôîí Ãóìáîëüäòà è ãðàíòîì NSF DMS-1612961
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õîòÿ âîçìîæíî è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ òèïà ãëàäêîñòè, íàëàãàåìûõ íà G.
Âàæíåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàññòîÿíèå (ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà)

ρ(F,G) = sup
x
|F (x)−G(x)|.

Èíòåãðèðóÿ â (1.1) ïî ÷àñòÿì, èìååì ðàâåíñòâî

f(t)− g(t)

−it
=

∫ ∞
−∞

eitx (F (x)−G(x)) dx, t 6= 0,

ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, èíòåãðàë äîëæåí ïîíèìàòüñÿ êàê ãëàâíîå çíà÷åíèå. Åñëè ôóíêöèÿ
f(t)−g(t)

t èíòåãðèðóåìà, òî ôóíêöèÿ F − G äîëæíà áûòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, è
ìîæíî ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

F (x)−G(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
f(t)− g(t)

−it
dt. (1.2)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ýëåìåíòàðíóþ îöåíêó, ñïðàâåäëèâóþ áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé
ãëàäêîñòè:

ρ(F,G) ≤ 1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt. (1.3)

Îäíàêî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èíòåãðàë ñïðàâà ðàñõîäèòñÿ, òàê ÷òî ýòà îöåíêà îêàçû-
âàåòñÿ áåñïîëåçíîé. Òåì íå ìåíåå, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè è çà ñ÷åò ìàëîé
îøèáêè èíòåãðàë â (1.3) óäàåòñÿ çàìåíèòü íà èíòåãðàë ïî êîíå÷íîìó èíòåðâàëó [−T, T ],
íà êîòîðîì ìîæåò áûòü èçâåñòíî èëè ïîêàçàíî, ÷òî f è g äîñòàòî÷íî áëèçêè. Ýòî äî-
ñòèãàåòñÿ ñãëàæèâàíèåì ðàñïðåäåëåíèé F è G ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî (ñïåöèàëüíîãî
âûáðàííîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ H, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà T . Òî åñòü, ðàññìàòðèâàþò
ñâåðòêè

(F ∗H)(x) =

∫ ∞
−∞

F (x− y) dH(y)

è óñòàíàâëèâàþò ñîîòíîøåíèÿ (íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ) âèäà

ρ(F,G) ≤ c ρ(F ∗H, G ∗H) + ε,

ãäå îáû÷íî c � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ε ìîæåò çàâèñåòü îò T è íåêîòîðûõ ïàðàìåò-
ðîâ, îïðåäåëÿåìûõ F è/èëè G.

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èçó÷àþòñÿ è äëÿ äðóãèõ ìåòðèê d. Â èòîãå ïîëó÷àþò
îöåíêè äëÿ d(F,G) â òåðìèíàõ áëèçîñòè f ê g; òàêèå îöåíêè òîæå íàçûâàþò íåðàâåí-
ñòâàìè ñãëàæèâàíèÿ (ñì. íàïð. [1-3]). Â äàííîì îáçîðå ñîáðàíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
íà ýòó òåìó, îáñóæäàþòñÿ ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû ê íèì è âîçìîæíûå óòî÷íåíèÿ èëè
îáîáùåíèÿ, ïðè ýòîì ìû íå ïðåòåíäóåì íà ïîëíîòó èçëîæåíèÿ. Áóäóò òàêæå ïðåäñòàâ-
ëåíû íåñêîëüêî íîâûõ íåðàâåíñòâ äëÿ òàêèõ ðàññòîÿíèé êàê êâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå
Êàíòîðîâè÷à, ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå L1 è ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà (ïðè äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè, à òàêæå ñ ïîëèíîìèàëüíûì âåñîì). Â êîíöå îáçîðà ïðèâîäÿòñÿ
íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ
ñëàáûõ ìåòðèê (ò.å., îòâå÷àþùèõ çà ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé â ñëàáîé
òîïîëîãèè).
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2 Ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà

Ïåðâûé ðåçóëüòàò î áëèçîñòè ðàñïðåäåëåíèé â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé Ôóðüå-Ñòèëòüåñà áûë ïîëó÷åí Ýññååíîì â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [4], ãäå äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G äèôôåðåíöèðóåìà, è |G′(x)| ≤ L ïðè

âñåõ x ∈ R, òî äëÿ ëþáîãî T > 0 è âñåõ b > 1
2π

ρ(F,G) ≤ b
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+ c(b)
L

T
, (2.1)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ c(b) çàâèñèò òîëüêî îò b.

Îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 ïîÿâèëèñü â áîëåå ðàííåé ðàáîòå Áåððè
[5], ðàññìàòðèâàâøåãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ G = Φ. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2.1) íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì Áåððè�Ýññååíà, òàê æå
êàê è âûòåêàþùóþ èç íåãî îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-
ðåìå (òåîðåìà 20.1). Îíî îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé: F ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, à G � ôóíêöèåé îãðàíè÷åí-
íîé âàðèàöèè, ïðè÷åì F (−∞) = G(−∞) = 0 è |G′(x)| ≤ L (óñëîâèå ìîíîòîííîñòè íà G
ñíèìàåòñÿ, [2�4]). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ îñòàåòñÿ ïðåæíèì:

ρ(F,G) = sup
x
|F (x)−G(x)|.

Òàêîå îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ðàçëîæåíèÿìè Ýäæâîðòà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé
ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Âûâîä (2.1) (èëè àíàëîãè÷íîãî åìó ñîîòíîøåíèÿ) ìîæåò áûòü îñíîâàí íà íåðàâåí-
ñòâå ñãëàæèâàíèÿ

ρ(F,G) ≤ 1

1− 2γ
ρ(F ∗HT , G ∗HT ) + 2l

1− γ
1− 2γ

L

T
, (2.2)

ãäå HT (x) = H(Tx), H � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

ψ(x) =
1

2π

(
sin x

2
x
2

)2

=
1− cosx

πx2
, (2.3)

ïðè÷åì ïàðàìåòð l > 0 ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 1− γ =
H[−l, l] ≡ H(l)−H(−l) < 1

2 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 16.1).
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ H ñ ïëîòíîñòüþ (2.3) è åå ñâåðòî÷íûå ñòåïåíè � ñàìûå

ïîïóëÿðíûå â íåðàâåíñòâàõ ñãëàæèâàíèÿ. Îíà èìååò òðåóãîëüíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ h(t) = (1 − |t|)+, òàê ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ HT

èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü [−T, T ]. Ïðèìåíåíèå (1.3) ê ñãëàæåííûì ðàñïðåäåëåíèÿì
ïðèâîäèò ê îöåíêå

ρ(F ∗HT , G ∗HT ) ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ (1− |t|
T

)
dt,
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÷òî âêóïå ñ (2.2) âëå÷åò òåîðåìó Ýññååíà.
Óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ â (2.1) ìîæíî îñëàáèòü äî óñëîâèÿ ëèïøèöåâîñòè: ‖G‖Lip ≤

L. Îäíàêî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ (â êîòîðûõ ôóíêöèÿ G íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíà) æå-
ëàòåëüíî åãî çàìåíèòü íà óñëîâèå ãëàäêîñòè â �ñðåäíåì"èëè �èíòåãðàëüíîì"ñìûñëå. Â
ñâÿçè ñ çàäà÷àìè èç âåðîÿòíîñòíîé òåîðèè ÷èñåë îáîáùåíèå òàêîãî ðîäà áûëî ïðåäëî-
æåíî À. Ñ. Ôàéíëåéáîì [6]. Ïðèâåäåì åãî äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïàð (F,G), êàê è
â òåîðåìå 2.1 (ñì. [3], ñ. 149).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü F � íåóáûâàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, è G � ôóíêöèÿ îãðà-

íè÷åííîé âàðèàöèè, òàêèå ÷òî F (−∞) = G(−∞) = 0. Äëÿ ëþáîãî T > 0 è âñåõ b > 1
2π

ρ(F,G) ≤ b
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+ bT sup
x

∫
|u|≤r(b)/T

|G(x+ u)−G(x)| du, (2.4)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ r(b) çàâèñèò òîëüêî îò b.

Ìîæíî óïðîñòèòü ýòî íåðàâåíñòâî â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè

QG(h) = sup
|u|≤h

|G(x+ u)−G(u)|, h ≥ 0. (2.5)

Êîãäà G � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, QG íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé êîíöåíòðàöèè, è â ýòîì
ñëó÷àå åå ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

QG(h) ≤
(

96

95

)2

h

∫ 1/h

−1/h
|g(t)| dt, h > 0

(ñì. [3], ñ. 59). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2.2 âëå÷åò:

Ñëåäñòâèå 2.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2 äëÿ ëþáîãî T > 0

c ρ(F,G) ≤
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+QG
( 1

T

)
, (2.6)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Áîëåå òîãî, åñëè G íå óáûâàåò, òî

c ρ(F,G) ≤
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+
1

T

∫ T

−T
|g(t)| dt. (2.7)

Ïðåèìóùåñòâî íåðàâåíñòâà (2.7) ïåðåä (2.1) â òîì, ÷òî óñëîâèå ãëàäêîñòè íà G ïîë-
íîñòüþ çàìåíÿåòñÿ íà ôóíêöèîíàë, íàïðÿìóþ çàâèñÿùèé îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè g. Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îòìåòèòü åùå îäíî íåðàâåíñòâî

ρ(F,G) ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+
1

T

∫ T

−T
(|f(t)|+ |g(t)|) dt, (2.8)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F,G ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè f, g (çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíîãî ìíîæèòåëÿ îíî ñëàáåå (2.7)).
Íåðàâåíñòâî (2.8) áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå Â. Áåíòêóñà è Ô. Ã�åòöå [7] êàê ñëåäñòâèå îäíî-
ãî íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ Ïðàâèöà (ñì. (18.7)); îíî óñïåøíî ïðèìåíÿëîñü â çàäà÷àõ
î êîëè÷åñòâå öåëûõ òî÷åê âíóòðè ìíîãîìåðíûõ ýëëèïñîèäîâ, à òàêæå äëÿ èçó÷åíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò ñóìì íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.
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3 Ðàññòîÿíèå Ëåâè

Ðàññòîÿíèå Ï. Ëåâè ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F è G îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L(F,G) = inf {h ≥ 0 : G(x− h)− h ≤ F (x) ≤ G(x+ h) + h, ∀x ∈ R}.

Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, L(F,G) � äëèíà ñòîðîíû íàèáîëüøåãî êâàäðàòà, çàêëþ÷åííîãî
ìåæäó ãðàôèêàìè F è G (ñòîðîíû êâàäðàòà ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì).

Ðàññòîÿíèå Ëåâè ïðåâðàùàåò F â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè. Èìåííî, L(Fn, F )→ 0 ïðè n→∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà limn→∞ Fn(x) =
F (x) âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè F . Ïîýòîìó äàííàÿ ìåòðèêà íàõîäèò âñå áîëüøå
ïðèëîæåíèé â çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ îöåíèòü áëèçîñòü ðàñïðåäåëåíèé â ñìûñëå ñëàáîé
òîïîëîãèè.

Ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà ñâÿçàíî ñ ðàññòîÿíèåì Ëåâè î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì

0 ≤ L(F,G) ≤ ρ(F,G) ≤ 1,

ïðè ýòîì èíäóöèðóÿ â F áîëåå ñèëüíóþ òîïîëîãèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè èçâåñòíî,
÷òî |G′(x)| ≤ L (êàê â òåîðåìå Ýññååíà), òî èìååòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

ρ(F,G) ≤ (1 + L)L(F,G).

Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ äëÿ ýòèõ ðàññòîÿíèé ðàâíîñèëüíû. Îäíàêî â
îáùåì ñëó÷àå åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îöåíêè áëèçîñòè ìåæäó F è G â ìåòðèêå Ëåâè â
òåðìèíàõ áëèçîñòè èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äîëæíû ñîäåðæàòü ìåíåå îãðàíè-
÷èòåëüíûå óñëîâèÿ òèïà ãëàäêîñòè, èëè æå òàêîâûå äîëæíû ïîëíîñòüþ îòñóòñòâîâàòü.
Âïåðâûå ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà áûëè ïîëó÷åíû Áîìàíîì [8], äîêàçàâøèì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.Ïóñòü F è G � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíê-

öèÿìè f è g ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè |f(t) − g(t)| ≤ λ|t| ïðè âñåõ t ∈ R, òî äëÿ ëþáûõ

x ∈ R è h > 0

G(x− h)− 2λ

h
≤ F (x) ≤ G(x+ h) +

2λ

h
. (3.1)

Â ÷àñòíîñòè,
1

2
L2(F,G) ≤ sup

t

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣. (3.2)

Â äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì ïðîñòîå ðàññóæäåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(t)−g(t)

t èíòåãðèðóåìà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òàê ÷òî

Â(t) = e−itx
f(t)− g(t)

−it

ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè A(u) = F (x+ u)−G(x+ u) (çíà÷åíèå x
ôèêñèðîâàíî). Ïîñêîëüêó ∫ ∞

−∞
eitu (1− |u|)+ du = 2

1− cos t

t2
,
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p̂(t) = 2 1−cos t
t2

ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ (âåðîÿòíîñòíîé) òðåóãîëü-
íîé ïëîòíîñòè p(u) = (1− |u|)+. Ñëåäîâàòåëüíî p̂h(t) = p̂(ht) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé äëÿ ïëîòíîñòè ph(u) = 1

h p(
u
h).

Â ñèëó òîæäåñòâà Ïàðñåâàëÿ, èìååì

I ≡
∫ ∞
−∞

ph(u)A(u) du =
1

2π

∫ ∞
−∞

p̂h(t)Â(t) dt.

Èç óñëîâèÿ |f(t)− g(t)| ≤ λ|t| âûòåêàåò |Â(t)| ≤ λ, è ìû ïîëó÷àåì

|I| ≤ λ

2π

∫ ∞
−∞

p̂h(t) dt =
λ

2πh

∫ ∞
−∞

p̂(t) dt =
λ

2πh
· (2π) p(0) =

λ

h
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü F è G è òîò ôàêò, ÷òî ph èìååò íîñèòåëü
[−h, h], ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó

I =

∫ h

−h
ph(u)

(
F (x+ u)−G(x+ u)

)
du ≥ F (x− h)−G(x+ h).

Äâå îöåíêè ïðèâîäÿò ê F (x−h) ≤ G(x+h)+ λ
h , ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðàâîìó íåðàâåíñòâó

â (3.1). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêó −I ≥ G(x− h)−F (x+ h), ÷òî ïðèâîäèò ê ëåâîìó
íåðàâåíñòâó â (3.1).

Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ è óòî÷íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ Áîìàíà áûëè ñäåëàíû Â. Ì. Çîëî-
òàðåâûì. Â ÷àñòíîñòè, åìó ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâî îöåíîê

L(F,G) ≤ Cγ

(
sup
t>0

|f(t)− g(t)|
tγ

) 1
1+γ

(γ > 0),

ãäå ìîæíî ïîëîæèòü Cγ = 2
γ (1 + γ)2 π

− 1
1+γ (ñì. [9], [10]). Íî íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, äîêàçàííîå â [11].

Òåîðåìà 3.2.Ïóñòü F è G � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíê-

öèÿìè f è g, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ëþáîãî T > 1.3

L(F,G) ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+ 2e
log T

T
. (3.3)

Êàê ïîçäíåå áûëî ïîêàçàíî À. Þ. Çàéöåâûì [12], ïðèñóòñòâèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî
ìíîæèòåëÿ â (3.3) ñóùåñòâåííî. Âûâîä ñàìîãî íåðàâåíñòâà áûë îñíîâàí íà íåðàâåíñòâå
ñãëàæèâàíèÿ

L(F,G) ≤ L(F ∗H,G ∗H) + max{2ε, 1−H(ε) +H(−ε)},

ãäå H ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, è ε > 0 � òîæå ëþáîå. Îíî
ïðèìåíÿëîñü ê ñâåðòî÷íûì ñòåïåíÿì òðåóãîëüíîé ïëîòíîñòè ñ èçìåíåíèåì ìàñøòàáà
òàê, ÷òîáû H êàê ìåðà áûëà ñîñðåäîòî÷åíà íà èíòåðâàëå [−1, 1].

Ïðèâåäåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî (âàðèàíòà) íåðàâåíñòâà (3.3) íà îñíîâå ñãëàæèâà-
íèÿ F è G ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Φσ(x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e−y

2/2σ2
dy (x ∈ R),
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â êîòîðîé ïàðàìåòð σ > 0 áóäåò âûáðàí â çàâèñèìîñòè îò T .
Íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíèòü ñâåðõó âûðàæåíèå

L(x, h) = max{F (x− h)−G(x+ h), G(x− h)− F (x+ h)} (x ∈ R, h ≥ 0),

ñâÿçàííîå ñ ðàññòîÿíèåì Ëåâè ÷åðåç èìïëèêàöèþ

sup
x
L(x, h) ≤ b+ 2h =⇒ L(F,G) ≤ b+ 2h (b ≥ 0, h ≥ 0). (3.4)

Äëÿ ñâåðòîê Fσ = F ∗ Φσ è Gσ = G ∗ Φσ ðàññìîòðèì îòêëîíåíèå

I ≡ Fσ(x)−Gσ(x) =

∫ ∞
−∞

(F (x− σy)−G(x− σy)) dΦ(y),

ãäå Φ = Φ1 � ñòàíòàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ðàññòîÿíèå
Êîëìîãîðîâà è íåðàâåíñòâî (1.3) äëÿ ïàðû (Fσ, Gσ), ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

|I| ≤ ρ(Fσ, Gσ) ≤ 1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ e−σ2t2/2 dt. (3.5)

Îöåíèì òåïåðü I ñíèçó, ðàçáèâàÿ ýòîò èíòåãðàë íà äâå ÷àñòè: I = I0 + I1, ãäå

I0 =

∫
|y|≤l

(F (x− σy)−G(x− σy)) dΦ(y),

I1 =

∫
|y|≥l

(F (x− σy)−G(x− σy)) dΦ(y)

ñ ïàðàìåòðîì l > 0. Êàê è I, âòîðîé èíòåãðàë äîïóñêàåò îöåíêó

|I1| ≤ 2 (1− Φ(l)) ≡ γ, (3.6)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü F è G, èìååì íèæíþþ
îöåíêó

I0 ≥ (F (x− σl)−G(x+ σl)) (1− γ).

Àíàëîãè÷íî
−I0 ≥ (G(x− σl)− F (x+ σl)) (1− γ),

òàê ÷òî |I0| ≥ (1− γ)L(x, σl). Ïîñêîëüêó |I0| ≤ |I|+ |I1|, èç (3.5)�(3.6) ïîëó÷àåì

sup
x
L(x, σl) ≤ 1

1− γ
ρ(Fσ, Gσ) +

γ

1− γ
. (3.7)

Îöåíèì òåïåðü èíòåãðàë â (3.5), èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî∫ ∞
T

1

t
e−σ

2t2/2 dt <
1

σ2T 2
e−σ

2T 2/2.

Òàê êàê |f(t)− g(t)| ≤ 2, èìååì∫ ∞
T

|f(t)− g(t)|
t

e−σ
2t2/2 dt ≤ 2

σ2T 2
e−σ

2T 2/2,
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.5) íå ïðåâîñõîäèò

1

2π

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+
2

πσ2T 2
e−σ

2T 2/2.

Âîçâðàùàÿñü ê (3.7), ïîëó÷àåì

sup
x
L(x, σl) ≤ 1

2π(1− γ)

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+
2

π(1− γ)σ2T 2
e−σ

2T 2/2 +
γ

1− γ
.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ (3.4) ñ h = σl, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî

2

π(1− γ)σ2T 2
e−σ

2T 2/2 +
γ

1− γ
≤ 2σl, (3.8)

òî ïðèäåì ê îöåíêå

L(F,G) ≤ 1

2π(1− γ)

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+ 2σl. (3.9)

Ïîëîæèì

σ =
1

T

√
2 log(1 + T ), l =

√
2 log(1 + T ).

Ïðè òàêîì âûáîðå

γ = 2 (1− Φ(l)) < e−l
2/2 =

1

1 + T
,

γ

1− γ
≤ 1

T
.

Åñëè, íàïðèìåð, T ≥ 1, òî l ≥
√

log 4 > 1.17, γ < 2 (1− Φ(1.17)) < 0.26, 1
π(1−γ) < 0.44, è

ñëåäîâàòåëüíî

2

π(1− γ)σ2T 2
e−σ

2T 2/2 +
γ

1− γ
=

1

π(1− γ) (1 + T ) log(1 + T )
+

γ

1− γ

<
0.44

(1 + T ) log(1 + T )
+

2

1 + T

<
4 log(1 + T )

1 + T
<

4 log(1 + T )

T
= 2σl.

Çäåñü ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íóæíî ïðîâåðÿòü ëèøü ïðè T = 1.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.8) âûïîëíåíî, è ìû ïðèõîäèì ê (3.9): äëÿ âñåõ T ≥ 1

L(F,G) ≤ 1

π

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+
4 log(1 + T )

T
.

Ïðè 0 < T < 1 ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïðåâîñõîäèò 1, è ïîýòîìó ïîëó÷åííîå
íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ T > 0.

Îòìåòèì îäíî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ýòîãî íåðàâåíñòâà.

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà [0, T ], òî

L(F,G) ≤ 4 log(1 + T )

T
.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî |f(t) − g(t)| ≤ 2, íåðàâåíñòâî (3.2) ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè
áîëåå ñëàáîé îöåíêå L(F,G) ≤ 2√

T
.
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4 Ðàññòîÿíèå ïî âàðèàöèè

Ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ, áîëåå ñèëüíûõ, ìåòðèê íà F áëèçîñòü ñãëàæåííûõ ðàñïðåäåëå-
íèé îáû÷íî îöåíèâàåòñÿ ïî ïîëíîé âàðèàöèè (ÿâëÿþùåéñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ñèëüíûõ
ìåòðèê). Ýòî âïîëíå îïðàâäàíî, òàê êàê ñãëàæåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò êàê ïðàâèëî
ãëàäêèå ïëîòíîñòè, è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè â ðàçíûõ ìåòðèêàõ ÷àñòî èìåþò îäèíà-
êîâûé ïîðÿäîê. Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà îäíîé ñòàíäàðòíîé îöåíêå äëÿ ðàññòîÿíèÿ ïî
âàðèàöèè â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F è G ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè f è g

‖F −G‖4TV ≤
∫ ∞
−∞
|f(t)− g(t)|2 dt

∫ ∞
−∞
|f ′(t)− g′(t)|2 dt. (4.1)

Èíîãäà (4.1) çàïèñûâàþò â ôîðìàëüíî áîëåå ñëàáîì âèäå (ñì. íàïð. [13]):

‖F −G‖2TV ≤
1

2

∫ ∞
−∞
|f(t)− g(t)|2 dt+

1

2

∫ ∞
−∞
|f ′(t)− g′(t)|2 dt. (4.2)

Îäíàêî, èçìåíÿÿ ìàñøòàá, òî åñòü ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ê Fr(x) = F (x/r), Gr(x) =
G(x/r) è çàòåì îïòèìèçèðóÿ ïî r > 0 ïðàâóþ ÷àñòü â (4.2), ìû ïðèõîäèì ê (4.1).

Íåðàâåíñòâî (4.1) ñîõðàíÿåò ñèëó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðè-
àöèè F è G. Ïðè ýòîì êîíå÷íîñòü èíòåãðàëîâ â (4.1) îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíóþ íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè A = F − G. Òàê ÷òî, åñëè G èìååò ïëîòíîñòü q, F äîëæíà èìåòü
ïëîòíîñòü p, è òîãäà (4.1) ïðåâðàùàåòñÿ â(∫ ∞

−∞
|p(x)− q(x)| dx

)4

≤
∫ ∞
−∞
|f(t)− g(t)|2 dt

∫ ∞
−∞
|f ′(t)− g′(t)|2 dt.

Òî åñòü, òåîðåìà 4.1 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ, áîëåå îáùóþ ôîðìóëèðîâêó, â êîòîðîé,
êðîìå òîãî, óñëîâèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ìîæíî
îñëàáèòü äî àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ‖A‖TV êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè A,
çàäàííîé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñóìì

n∑
k=1

|A(xk)−A(xk−1)|

ïî âñåì êîíå÷íûì íàáîðàì x0 < x1 < · · · < xn, è îãðàíè÷åííîñòü âàðèàöèè îçíà÷àåò, ÷òî
‖A‖TV < ∞. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëû A(−∞) = limx→−∞A(x) è A(∞) = limx→∞A(x)
êîíå÷íû, ïðè÷åì áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A íåïðåðûâíà
ñïðàâà è A(−∞) = 0. Åñëè A àáñîëþòíî íåïðåðûâíà (ëîêàëüíî), òî

‖A‖TV =

∫ ∞
−∞
|A′(x)| dx,

ãäå A′ � ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Ðàäîíà�Íèêîäèìà. ×àñòî óäîáíî îòîæäåñòâëÿòü A ñ
áîðåëåâñêîé (êîìïëåêñíîçíà÷íîé) ìåðîé íà R, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì A((x, y]) =
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A(y) − A(x), x < y. Ïðè ýòîì A′ áóäåò ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà ìåðû A ïî
îòíîøåíèþ ê ëèíåéíîé ìåðå Ëåáåãà. Åäèíñòâåííîñòü A′ ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü (òî åñòü, â ïðîñòðàíñòâå L1(R)).

Òåîðåìà 4.2. Ëþáàÿ (ëîêàëüíî) àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ a : R→ C, òàêàÿ
÷òî

∫
|a(t)|2 dt < ∞ è

∫
|a′(t)|2 dt < ∞, ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå èíòåãðèðóå-

ìîé ôóíêöèè b : R→ C (åäèíñòâåííîé â ïðîñòðàíñòâå L1 ), òî åñòü,

a(t) =

∫ ∞
−∞

eitx b(x) dx, t ∈ R. (4.3)

Ïðè ýòîì (∫ ∞
−∞
|b(x)| dx

)4

≤
∫ ∞
−∞
|a(t)|2 dt

∫ ∞
−∞
|a′(t)|2 dt. (4.4)

Â äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî
a è a′ ïðèíàäëåæàò L1(R) ∩ L2(R) è ââåäåì ôóíêöèþ

b(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx a(t) dt. (4.5)

Ïîêàæåì, ÷òî îíà èíòåãðèðóåìà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ïðåäïîëîæåíèå a ∈ L1(R)∩L2(R) ãàðàíòèðóåò, ÷òî b ∈ L2(R), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ ∫ ∞
−∞
|b(x)|2 dx =

1

2π

∫ ∞
−∞
|a(t)|2 dt. (4.6)

Óñëîâèÿ a ∈ L1(R) è a′ ∈ L1(R) ïîçâîëÿþò âûâåñòè èç (4.5) ðàâåíñòâî

(ix) b(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx a′(t) dt. (4.7)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè a′, ôóíêöèÿ a èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ,
ïîýòîìó ïðåäåëû a(−∞), a(∞) ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû, è áîëåå òîãî, a(−∞) = a(∞) = 0
â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè a. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíîå N > 0, ìîæíî ïðî-
èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì:∫ N

−N
e−itx a(t) dt = a(t)

e−itx

−ix

∣∣∣∣t=N
t=−N

+
1

ix

∫ N

−N
e−itx a′(t) dt (x 6= 0).

Óñòðåìëÿÿ N →∞, ïðèõîäèì ê (4.7).
Óñëîâèå a′ ∈ L1(R) ∩ L2(R) ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ïëàíøåðåëÿ íà îñíîâå

(4.7), è ìû ïîëó÷àåì ∫ ∞
−∞

x2 |b(x)|2 dt =
1

2π

∫ ∞
−∞
|a′(t)|2 dt.

Êîìáèíèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ (4.6), èìååì∫ ∞
−∞
|1 + ix|2 |b(x)|2 dx =

1

2π

(∫ ∞
−∞
|a(t)|2 dt+

∫ ∞
−∞
|a′(t)|2 dt

)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,(∫ ∞
−∞
|b(x)| dx

)2

=

(∫ ∞
−∞
|1 + ix| |b(x)| 1

|1 + ix|
dx

)2

≤
∫ ∞
−∞
|1 + ix|2 |b(x)|2 dx

∫ ∞
−∞

1

|1 + ix|2
dx

≤ 1

2

∫ ∞
−∞
|a(t)|2 dt+

1

2

∫ ∞
−∞
|a′(t)|2 dt.

Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ê ar(x) = a(rx) è îïòèìèçàöèÿ ïî r ïðèâîäèò
ê (4.4). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ b äåéñòâèòåëüíî èíòåãðèðóåìà è, çíà÷èò, ìîæíî ïðè-
ìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà îñíîâå (4.5), ÷òî ïðèâîäèò ê (4.3). Òåîðåìà
äîêàçàíà ïðè ñäåëàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé è ñíà÷àëà ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó íà îïåðàòîð-
íîì ÿçûêå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖ · ‖p îáû÷íóþ Lp-íîðìó ôóíêöèé (ïî ìåðå Ëåáåãà).
Îñíîâíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òåîðåìå 4.2 � ýòî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
W 2

1 = W 2
1 (R) âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé a(t) íà âåùå-

ñòâåííîé ïðÿìîé ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖a‖W 2
1

=

(
1

2
‖a‖22 +

1

2
‖a′‖22

)1/2

.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ:

Lemma 4.3. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H = {a ∈ W 2
1 : a ∈ L1(R), a′ ∈ L1(R)}

ïëîòíî â W 2
1 .

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ a ∈ H ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ïî íîðìå
W 2

1 ôóíêöèÿìè
aσ(t) = a(t) e−σ

2t2/2 (σ > 0).

Î÷åâèäíî, aσ ∈ L1(R) ∩ L2(R), è òàê êàê |aσ(t)| ≤ |a(t)|, ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðè-
ðóþùåé ñõîäèìîñòè ∫ ∞

−∞
|aσ(t)− a(t)|2 dt→ 0 (σ → 0).

Êðîìå òîãî, òàê êàê a′σ(t) = a′(t) e−σ
2t2/2 − a(t) · σ2 te−σ

2t2/2 (ãäå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ
â ñìûñëå Ðàäîíà-Íèêîäèìà), èìååì

|a′σ(t)− a′(t)| ≤ |a′(t)| (1− e−σ2t2/2) + |a(t)| · σ2|t| e−σ2t2/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ xe−x
2/2 ≤ 1/

√
e (x ≥ 0), ïîëó÷àåì

|a′σ(t)− a′(t)|2 ≤ 2 |a′(t)|2 (e−σ
2t2/2 − 1)2 + σ2 |a(t)|2,

è ñíîâà ïî òåîðåìå Ëåáåãà∫ ∞
−∞
|a′σ(t)− a′(t)|2 dt→ 0 (σ → 0).

Òàêèì îáðàçîì, ‖aσ − a‖W 2
1
→ 0 ïðè σ → 0, òàê ÷òî H ïëîòíî â W 2

1 .
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Ïðîäîëæàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2, îáîçíà÷èì ÷åðåç Pb = b̂ ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå, äåéñòâóþùåå íà ôóíêöèÿõ b ∈ L1(R). Äëÿ ôóíêöèé a èç ïîäïðîñòðàíñòâà H
íà ïåðâîì øàãå ìû ðàññìîòðåëè ôóíêöèè b = Ga, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå (4.5), äëÿ
êîòîðûõ èìååì òîæäåñòâî (4.6) è íåðàâåíñòâî (4.4). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Ga‖1 ≤ ‖a‖W 2
1
, ‖Ga‖2 ≤

1√
2π
‖a‖2 ≤ ‖a‖W 2

1
. (4.8)

Êðîìå òîãî, PGa = a. Â ÷àñòíîñòè, G : H → L1(R) ∩ L2(R) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé-
íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïî îòíîøåíèþ ê íîðìå ‖b‖ = ‖b‖1 + ‖b‖2 â L1(R) ∩ L2(R).
Íî H ïëîòíî â W 2

1 , è ïîýòîìó G äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè íà âñå ïðî-
ñòðàíñòâî W 2

1 , ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà â (4.8). Òàê êàê îïåðàòîð P íåïðåðûâåí
ïî íîðìå L2, òîæäåñòâî PGa = a òîæå ñîõðàíÿåòñÿ. Èòàê, äëÿ âñåõ a ∈W 2

1

‖b‖1 ≤
(

1

2
‖a‖22 +

1

2
‖a′‖22

)1/2

, Pb = a, b = Ga.

Îñòàåòñÿ ñäåëàòü ýòî íåðàâåíñòâî îäíîðîäíûì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, êàê
óæå áûëî óïîìÿíóòî íà ïåðâîì øàãå. Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäíûõ â íåðàâåíñòâå (4.1) íåîáÿçàòåëüíî, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ F è G èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðå-
õîäÿ ê îáîçíà÷åíèÿì òåîðåìû 4.3, åñëè ôóíêöèÿ b â (4.3) ñîñðåäîòî÷åíà íà èíòåðâàëå
[−R,R], R > 0, òî, ïðèìåíÿÿ (4.6), ïîëó÷àåì(∫ ∞

−∞
|b(x)| dx

)2

=

(∫ R

−R
|b(x)| dx

)2

≤ 2R

∫ R

−R
|b(x)|2 dx =

R

π

∫ ∞
−∞
|a(t)|2 dt. (4.9)

Â ñëó÷àå a = f − g, a ∈ L2 ôóíêöèÿ A = F −G àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, è êàê ìåðà, îíà
èìååò ïëîòíîñòü b = A′, òàê ÷òî ‖A‖TV =

∫∞
−∞ |b(x)| dx. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ (4.9)

ê b, íåðàâåíñòâî (4.1) óïðîùàåòñÿ:

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F è G, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà èí-

òåðâàëå [−R,R] è èìåþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè f è g,

‖F −G‖2TV ≤
R

π

∫ ∞
−∞
|f(t)− g(t)|2 dt.

Åñëè èíòåãðàë ñïðàâà êîíå÷åí, òî ôóíêöèÿ A = F −G àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Êàê
ìåðà, îíà èìååò ïëîòíîñòü b = A′, òàê ÷òî ‖A‖TV =

∫∞
−∞ |b(x)| dx.

5 Ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà

Åùå áîëåå ñèëüíûì ðàññòîÿíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíîé âàðèàöèåé ðàçíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, òàêæå íàçûâàåìîå îòíîñèòåëüíîé ýí-
òðîïèåé èëè âåëè÷èíîé èíôîðìàöèîííîé ðàñõîäèìîñòè. Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ
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âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è G íà ïðÿìîé ñ ïëîòíîñòÿìè p è q ýòî ðàññòîÿíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

D(F ||G) =

∫ ∞
−∞

p(x) log
p(x)

q(x)
dx

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî q(x) = 0⇒ p(x) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x (òî åñòü, êàê ìåðà, ðàñïðå-
äåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ìåðû G). Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
ïîëàãàþò D(F ||G) =∞.

Â îáùåì ñëó÷àå 0 ≤ D(F ||G) ≤ ∞ èD(F ||G) = 0⇔ F = G. Îäíàêî ýòîò ôóíêöèîíàë
íåñèììåòðè÷åí ïî (F,G) è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå F . Òåì íå
ìåíåå, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ âåëè÷èíà D(F ||G) ñëóæèò óäîáíîé ìåðîé áëèçîñòè F ê G. Îíà
ñâÿçàíà ñ ðàññòîÿíèåì ïî âàðèàöèè õîðîøî èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì (òèïà) Ïèíñêåðà

D(F ||G) ≥ 1

2
‖F −G‖2TV =

1

2

(∫ ∞
−∞
|p(x)− q(x)| dx

)2

.

Îòìåòèì åùå ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêîé ýíòðîïèåé

h(X) = −
∫ ∞
−∞

p(x) log p(x) dx,

ãäå X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ p. Èìåííî, åñëè Z � ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì G, ïðè÷åì X è Z èìåþò îäèíàêîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, òî

D(F ||G) = h(Z)− h(X).

Âîïðîñ îá îöåíèâàíèè áëèçîñòè F ê G â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà â
òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé åùå ñëàáî èçó÷åí. Ïðèâåäåì îäèí ðåçóëüòàò
äëÿ âàæíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå G = Φ � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå, òî åñòü,
èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ g(t) = e−t

2/2. Ïîëîæèì

gα(t) = e−t
2/2
(

1 + α
(it)3

3!

)
, t, α ∈ R.

Ôóíêöèÿ gα ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå äëÿ ïëîòíîñòè

ϕα(x) =
1√
2π

e−x
2/2
(

1 + α
x3 − 3x

3!

)
�ïîïðàâëåííîãî"ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (çàìåòèì, ÷òî ýòà ïëîòíîñòü ìîæåò ïðèíè-
ìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ).

Êàê è ðàíüøå, ‖u‖2 = (
∫∞
−∞ |u(t)|2 dt)1/2 îáîçíà÷àåò L2-íîðìó ôóíêöèè u.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé f , ïðè÷åì
∫∞
−∞ |x|3 dF (x) <∞. Äëÿ ëþáîãî α ∈ R èìååì

D(F ||Φ) ≤ α2 + 4
(
‖f − gα‖2 + ‖f ′′′ − g′′′α ‖2

)
. (5.1)
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Óñëîâèå êîíå÷íîñòè 3-ãî àáñîëþòíîãî ìîìåíòà F ãàðàíòèðóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ f èìååò 3 íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå.

Íåðàâåíñòâî (5.1) äîêàçàíî â [14] ïðè èçó÷åíèè ýíòðîïèéíîãî âàðèàíòà öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Ïðè α = 0 îíî óïðîùàåòñÿ,

D(F ||Φ) ≤ 4
(
‖f − g‖2 + ‖f ′′′ − g′′′‖2

)
,

÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëíûé àíàëîã òåîðåìû 4.1. Îäíàêî âûáîð äðóãèõ çíà-
÷åíèé α ïðèâîäèò ê áîëåå òî÷íûì îöåíêàì äëÿ D(F ||Φ).

6 Ðàññòîÿíèå Ëåâè-Ïðîõîðîâà

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñëàáûì âåðîÿòíîñòíûì ìåòðèêàì (òî åñòü, ìåòðèêàì, îòâå÷àþùèì
çà ñëàáóþ ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð).

Åñòåñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé ðàññòîÿíèÿ Ëåâè äëÿ áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð
F è G íà ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M,d) ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå Ëåâè-
Ïðîõîðîâà π(F,G), ââåäåííîå â [15] äëÿ ìåòðèçàöèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Îíî îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé h ≥ 0, òàêèõ ÷òî

F (A) ≤ G(Ah) + h (6.1)

äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A ⊂ M . Çäåñü Ah îáîçíà÷àåò îòêðûòóþ h-îêðåñòíîñòü
A â ìåòðèêå d, òî åñòü,

Ah = {x ∈M : ∃ y ∈M, d(x, y) < h}.

Õîòÿ ôîðìàëüíî â ýòîì îïðåäåëåíèè èìååòñÿ íåñèììåòðèÿ, äóàëüíîå íåðàâåíñòâîG(A) ≤
F (Ah) + h ëåãêî âûòåêàåò èç (6.1).

Â ñëó÷àå M = R, åñëè îãðàíè÷èâàòüñÿ â (6.1) òîëüêî ïîëóîñÿìè A, òî ìû áû âîç-
âðàòèëèñü ê ðàññòîÿíèþ Ëåâè. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå Ëåâè-Ïðîõîðîâà ñèëüíåå: L(F,G) ≤
π(F,G) (â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåðîÿòíîñòíûå ìåðû F è
àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ x→ F (−∞, x] ). Òåì íå ìåíåå, îáå ýòè
ìåòðèêè ïîðîæäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â F . Â ñëó÷àå åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâàM = Rk äðóãèì îáîáùåíèåì ìåòðèêè Ëåâè ìîæåò ñëóæèòü ðàññòîÿíèå,
îïðåäåëÿåìîå ñ ïîìîùüþ (6.1) äëÿ êëàññà âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ; îíî èíîãäà íàçûâàåòñÿ
ðàññòîÿíèåì Öèðåëüñîíà.

Â. Â. Þðèíñêèì [16] áûë ïðåäëîæåí îäèí âàðèàíò îöåíèâàíèÿ áëèçîñòè âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé íà Rk â ìåòðèêå Ëåâè-Ïðîõîðîâà â òåðìèíàõ áëèçîñòè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ìîìåíòíûõ óñëîâèÿõ∫

Rk
‖x‖[

k
2

]+1 dF (x) <∞,
∫
Rk
‖x‖[

k
2

]+1 dG(x) <∞ (6.2)

è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî G èìååò ïëîòíîñòü q, óäîâëåòâîðÿþùóþ∫
Rk
|q(x+ h)− q(x)| dx ≤ λ ‖h‖ (6.3)
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(óñëîâèå òèïà ãëàäêîñòè ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 2.1). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èì óñòàíîâëåíî
íåðàâåíñòâî ñãëàæèâàíèÿ

π(F,G) ≤ c1 π(F ∗H,G ∗H) + c2(1 + λ)

∫
Rk
‖x‖ dH(x),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû H íà Rk ñ ïîñòîÿííûìè c1 è c2, çàâè-
ñÿùèìè òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè k. Ðàññòîÿíèå Ëåâè-Ïðîõîðîâà ìåæäó ñãëàæåííûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè ìîæíî îöåíèòü ïî âàðèàöèè (òåîðåìà 4.1 ïðè k = 1), ÷òî â èòîãå
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó ([16]). Ìû ïðèâåäåì åãî â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè
ñ ó÷åòîì îäíîãî çàìå÷àíèÿ Â. À. Àáðàìîâà î âîçìîæíîì îñëàáëåíèè óñëîâèÿ (6.2) â
òåðìèíàõ ïñåâäîìîìåíòîâ.

Òåîðåìà 6.1.Ïóñòü F è G � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíê-

öèÿìè f è g, ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî∫ ∞
−∞
|x| |F −G|(dx) <∞. (6.4)

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (6.3), òî äëÿ ëþáîãî T > 0 ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿí-

íîé c > 0

c π(F,G) ≤
(∫ T

−T
|f(t)− g(t)|2 + |(f(t)− g(t))′|2 dt

)1/2

+
1 + λ

T
. (6.5)

Çäåñü |F −G| � âàðèàöèÿ ôóíêöèè F −G, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê êîíå÷íàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ ìåðà íà ïðÿìîé. Îòìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè
f − g ãàðàíòèðóåòñÿ ìîìåíòíûì óñëîâèåì (6.4).

Õîòÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.5) â îáùåì ñëó÷àå íàìíîãî áîëüøå àíàëî-
ãè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî â íåðàâåíñòâå Ýññååíà, ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ (6.5)
ÿâëÿåòñÿ óáûâàíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî (÷òî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò (6.3)). Ïîýòîìó â ïðè-
ëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (êî-
ãäà G = Φ), íåðàâåíñòâî Þðèíñêîãî ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíûì àñèìïòîòèêàì è òàêèì
îáðàçîì ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò óòâåðæäåíèå î íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñóìì
íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí (ïî ñðàâíåíèþ ñ óòâåðæäåíèåì î íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â
ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ Êîëìîãîðîâà).

Â îáùåì ñëó÷àå, òî åñòü, áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé òèïà ãëàäêîñòè îöåíêè
áëèçîñòè π(F,G) â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èçó÷àëèñü Â. À. Àáðàìîâûì
[17] è À. Þ. Çàéöåâûì [18], [12]; ñì. òàêæå [19]. Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ â [18], [12].

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü F è G � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåâîðÿþùèå óñëîâèþ

(6.2) ïðè k = 1, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè f è g. Äëÿ ëþáîãî T > e èìååì

c π(F,G) ≤ I(F,G) +
log T

T
, (6.6)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è

I(F,G) =

(∫ T

−T
|f(t)− g(t)|2 dt

∫ T

−T

( log T

T 2
|f(t)− g(t)|2 + |f ′(t)− g′(t)|2

)
dt

)1/4

.
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Íàëè÷èå ÷ëåíà log T
T â ïðàâîé ÷àñòè (6.6) ñáëèæàåò ýòî íåðàâåíñòâî ñ íåðàâåíñòâîì

Çîëîòàðåâà äëÿ ðàññòîÿíèÿ Ëåâè, â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèîíàë I(F,G) íàïîìèíàåò îöåí-
êó â (4.1) äëÿ ïîëíîé âàðèàöèè (ïðàâäà, ñ òîé ñóùåñòâåííîé ðàçíèöåé, ÷òî èíòåãðà-
ëû òåïåðü áåðóòñÿ ïî êîíå÷íîìó èíòåðâàëó [−T, T ]). Óñèëåíèå íåðàâåíñòâà Çîëîòàðåâà
ïðîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì óòî÷íåíèè ñëåäñòâèÿ 3.3 â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèÿ
Ëåâè-Ïðîõîðîâà.

Ñëåäñòâèå 6.3. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà èíòåðâàëå

[0, T ], T > e, òî

π(F,G) ≤ c
log T

T
,

ãäå c � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

7 Ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå Lp

Äðóãèì âàæíûì ðàññòîÿíèåì â ïðîñòðàíñòâå F ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå Lp(R)

‖F −G‖p =

(∫ ∞
−∞
|F (x)−G(x)|p dx

)1/p

(1 ≤ p <∞).

Â îòëè÷èå îò ðàññòîÿíèé Ëåâè è Ëåâè-Ïðîõîðîâà, îíî îäíîðîäíî ïîðÿäêà 1/p ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé: åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F èG, òî äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fr(x) = F (x/r),Gr(x) = G(x/r) ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí rX, rY (r > 0), èìååì

‖Fr −Gr‖p = r1/p ‖F −G‖p.

Ôóíêöèÿ p→ ‖F −G‖pp íå âîçðàñòàåò, òàê ÷òî ‖F −G‖p ≤ ‖F −G‖
1/p
1 . Ïîýòîìó, äëÿ

êîíå÷íîñòè Lp-ðàññòîÿíèÿ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü êîíå÷íîñòü àáñîëþòíûõ ìîìåíòîâ
E |X| è E |Y |. Áîëåå òîãî, åñëè E |X|ε < ∞ è E |Y |ε < ∞ ïðè íåêîòîðîì ε > 0, òî êàê
íåòðóäíî âèäåòü,

lim
p→∞

‖F −G‖p = ‖F −G‖∞ = ρ(F,G).

Îòìåòèì åùå îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîîòíîøåíèå

L(F,G) ≤ ‖F −G‖p/(p+1)
p . (7.1)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè L(F,G) > h ≥ 0, òî èç îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ Ëåâè íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ R, òàêàÿ ÷òî G(x0 − h) − h > F (x0) èëè F (x0) >
G(x0 + h) + h. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûïîëíåíî âòîðîå íåðàâåíñòâî. Òîãäà ââèäó
ìîíîòîííîñòè F è G,

‖F −G‖pp ≥
∫ x0+h

x0
|F (x)−G(x)|p dx ≥ (F (x0)−G(x0 + h))p h ≥ hp+1.

Ýòî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (7.1).
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Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî òîïîëîãèÿ, ïîðîæäàåìàÿ Lp-ðàññòîÿíèåì � áîëåå
ñèëüíàÿ, ÷åì òîïîëîãèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè â F . Òåì íå ìåíåå, íà ëþáîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ îãðàíè÷åííûì àáñîëþòíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà
α > 1, òî åñòü, ïðè óñëîâèè

∫∞
−∞ |x|α dF (x) ≤ M ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì M

ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå Lp áóäåò ðàâíîñèëüíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè.
Ïðè p ≥ 2 ìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèå ‖F−G‖p â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, âîñïîëüçîâàâøèñü êëàññè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì Õàóñäîðôà-Þíãà

‖â‖p ≤ ‖a‖q, q =
p

p− 1
, (7.2)

èìåþùèì ñèëó äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé êîìëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè a íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé. Çäåñü

â(x) =

∫ ∞
−∞

e2πi txa(t) dt (x ∈ R)

� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè a ñ èçìåíåííûì ìàñøòàáîì.
Ñîãëàñíî (1.2), F − G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè a(t) =

1
2π

f(t)−g(t)
−it â îáû÷íîì ñìûñëå, êîãäà a(t) èíòåãðèðóåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìå-

íèòü (7.2), è òîãäà ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå (â êîòîðîé óñëîâèå èíòåãðèðóå-
ìîñòè ëåãêî ñíèìàåòñÿ).

Òåîðåìà 7.1. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé F è G ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè f è g, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè p ≥ 2 èìååì

‖F −G‖p ≤
(

1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣q dt)1/q

, q =
p

p− 1
. (7.3)

Ýòî íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåò ñèëó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
F è G, óäîâëåòâîðÿþùèõ F (−∞) = G(−∞), F (∞) = G(∞) (â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì â (1.1) ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü (1.2)). Ïðè ýòîì â ïðåäåëå ïðè
p→∞ (7.3) âîçâðàùàåò íàñ ê îöåíêå (1.3) äëÿ ðàññòîÿíèÿ Êîëìîãîðîâà.

Ïðè 2 < p < ∞ ìîæíî óëó÷øèòü êîíñòàíòó 1
2π â (7.3), ïðèìåíÿÿ óòî÷íåííîå íåðà-

âåíñòâî Õàóñäîðôà-Þíãà (ñì. [20]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè p = 2 ýòî íåðàâåíñòâî ïðå-
âðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â ñèëó òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ:

‖F −G‖22 =
1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt. (7.4)

Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (7.1), ïîëó÷àåì åùå îäíó èçâåñòíóþ îöåíêó äëÿ ðàññòîÿíèÿ
Ëåâè:

L(F,G) ≤
(

1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt)1/3

.

Îäíàêî, ýòà îöåíêà âðÿä ëè ìîæåò êîíêóðèðîâàòü ñ íåðàâåíñòâîì Çîëîòàðåâà.
Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî |f(t) − g(t)| ≤ 2, ÷òîáû ñóäèòü î áëèçîñòè F è G â ìåòðèêå

Lp, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè f è g áûëè áëèçêè íà áîëüøîì
èíòåðâàëå. Äåéñòâèòåëüíî,∫

|t|≥T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣q dt ≤ 2q+1
∫ ∞
T

1

tq
dt =

2q+1

q − 1

1

T q−1
.
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Èñïîëüçóÿ (
2q+1

(q − 1)T q−1

)1/q

= 21+1/q (p− 1)
p−1
p

1

T 1/p
≤ 4(p− 1)

T 1/p

è ( 1
2π )1/q < 1

2 , ïîëó÷àåì èç (7.3) ñëåäóþùåå:

Ñëåäñòâèå 7.2. Ïóñòü F è G � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè f è g. Ïðè p ≥ 2 äëÿ ëþáîãî T > 0 èìååì

‖F −G‖p ≤
1

2

(∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣q dt)1/q

+
4(p− 1)

T 1/p
. (7.5)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f è g ñîâïàäàþò íà èíòåðâàëå [0, T ], òî ‖F −G‖p ≤ 4(p−1)

T 1/p .

8 Ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå L1

Ïðè 1 ≤ p < 2 íåðàâåíñòâî (7.3) ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì, è íóæíû äðóãèå ïîäõîäû
ê îöåíèâàíèþ áëèçîñòè ðàñïðåäåëåíèé â ìåòðèêå Lp â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé p = 1, êîãäà ìû èìååì äåëî ñî
ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì â ïðîñòðàíñòâå F . Â âèäó âçàèìîñâÿçè ðàññòîÿíèÿ â ìåòðèêå L1

ñ ðàññòîÿíèåì Êàíòîðîâè÷à è äðóãèìè òðàíñïîðòíûìè ìåòðèêàìè, áóäåì èñïîëüçîâàòü
åùå îäíî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå

W1(F,G) = ‖F −G‖1 =

∫ ∞
−∞
|F (x)−G(x)| dx (F,G ∈ F).

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (7.1) ïðè p = 1, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå L2(F,G) ≤
W1(F,G).

Ïóñòü f è g � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F è G. Åñëè
âåëè÷èíà W1(F,G) êîíå÷íà, òî f − g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì ôóíêöèÿ
a(t) = f(t)−g(t)

−it ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè b = F − G. Ïîýòîìó ìîæíî
ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.2, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê îöåíêå

W 2
1 (F,G) ≤ 1

2

∫ ∞
−∞

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt+
1

2

∫ ∞
−∞

∣∣∣ d
dt

f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt.
Òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïåðåä ñëåäñòâèåì 7.2, çäåñü ìîæíî ñóçèòü èíòåãðèðîâàíèå
äî èíòåðâàëà [−T, T ], è òîãäà â ëó÷øåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì îöåíêó òèïà

W1(F,G) ≤
(∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt)1/2

+

(∫ T

−T

∣∣∣ d
dt

f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt)1/2

+
c√
T

(8.1)

ïî àíàëîãèè ñ íåðàâåíñòâîì (7.5) ïðè p = 2 (ïðè÷åì ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì,
ñîäåðæàùèì ïðîèçâîäíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìåíèòü ïîñëåäíèé ÷ëåí c√
T
íà c

T (÷òî ñîãëàñîâàëîñü áû ñî ñòå-

ïåíüþ T â (7.5) ïðè p = 1), Ýññååí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ñãëàæèâàíèå ñ ïîìîùüþ
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ñïåöèàëüíîé êîíå÷íîé çíàêîïåðåìåííîé ìåðû HT íà ïðÿìîé ñ ïàðàìåòðîì T > 0, ó
êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

hT (t) = 1, |t| ≤ T

2
,

= 0, |t| ≥ T,

=
2(T − |t|)

T
,

T

2
≤ |t| ≤ T.

Çàìåòèì, ÷òî 0 ≤ hT (t) ≤ 1 è |h′T (t)| ≤ 2
T (|t| 6= T, T/2). Â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

ôóíêöèé vT (t) = (1 − |t|T )+ ìîæíî çàïèñàòü hT = 2vT − vT/2. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò,
÷òî ‖HT ‖TV ≤ 3.

Ñ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿìè áóäåì äàëåå ñëåäîâàòü â îñíîâíîì èçëîæåíèþ [13].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç V êëàññ âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé A = A(x) íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé, èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, è ÷åðåç Ṽ êëàññ èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå�
Ñòèëòüåñà a = a(t). Ïîëîæèì ‖a‖tv = ‖A‖TV.

Êëàññ V çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè, ïîýòîìó êëàññ Ṽ çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó, â êîòîðîé ââåäåííàÿ íîðìà îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè

‖a+ b‖tv ≤ ‖a‖tv + ‖b‖tv, ‖ab‖tv ≤ ‖a‖tv ‖b‖tv
äëÿ âñåõ a, b ∈ Ṽ . Ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà íîðìà ïî âàðèàöèè íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó
äëÿ ar(t) = a(rt) òàêæå èìååì ñâîéñòâî ‖ar‖tv = ‖a‖tv.

Ëþáàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò íîðìó ‖a‖tv = 1, è, â ÷àñòíîñòè, ‖1‖tv =
1. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ a àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, óñëîâèÿ

∫
|a(t)|2 dt <∞ è∫

|a′(t)|2 dt <∞ ãàðàíòèðóþò, ÷òî a ∈ Ṽ , è ïî òåîðåìå 4.2

‖a‖tv ≤
(∫ ∞
−∞
|a(t)|2 dt

∫ ∞
−∞
|a′(t)|2 dt

)1/4

. (8.2)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

uT (t) =
4t

−iT 2
, |t| ≤ T

2
,

=
1

−it
, |t| ≥ T

2
.

×òîáû îöåíèòü íîðìó ýòîé ôóíêöèè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî uT (t) = 2
T u2(2t

T ),

÷òî ñâîäèò çàäà÷ó ê ñëó÷àþ T = 2. Ïðèìåíÿÿ (8.2), ñðàçó ïîëó÷àåì ‖u2‖tv ≤
√

8
3 , è

ñëåäîâàòåëüíî,

‖uT ‖tv ≤
c

T
, c = 2

√
8

3
. (8.3)

Cëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè ‖u‖tv ñðåäè âñåõ ôóíêöèé u ∈ Ṽ , òàêèõ
÷òî u(t) = 1

−it ïðè |t| ≥ 1, èçó÷àëàñü Beurling'îì (ñì. [4]). Êàê îêàçàëîñü, ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå ðàâíî π
2 = 1.57... (ïðèìåð u2 äàåò íåìíîãî õóäøåå çíà÷åíèå

√
8
3 = 1.63...).

Ïóñòü òåïåðü A � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

a(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dA(x).
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Åñëè A èíòåãðèðóåìà, òî A(−∞) = A(∞) = 0, è ôóíêöèÿ a � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
(ëîêàëüíî). Áîëåå òîãî, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì:

b(t) ≡ a(t)

−it
=

∫ ∞
−∞

eitxA(x) dx =

∫ ∞
−∞

eitx dB(x), B(x) =

∫ x

−∞
A(y) dy.

Ñëåäîâàòåëüíî b ïðèíàäëåæèò Ṽ è èìååò íîðìó

‖b‖tv = ‖B‖TV =

∫ ∞
−∞
|A(x)| dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâëÿÿ b = bhT + b · (1− hT ), ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
ïîëó÷àåì

‖b‖tv ≤ ‖bhT ‖tv + ‖b · (1− hT )‖tv. (8.4)

Òàê êàê 1− hT (t) = 0 ïðè |t| ≤ T
2 , ðàâåíñòâî

b(t) · (1− hT (t)) = a(t) · u(t) · (1− hT (t))

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Ṽ , òàêîé ÷òî u(t) = 1/(−it) äëÿ |t| ≥ T
2 . Áîëåå

òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
‖b · (1− hT )‖tv ≤ ‖a‖tv ‖u‖tv ‖1− hT ‖tv.

Çäåñü ‖a‖tv = ‖A‖TV è ‖1−hT ‖tv ≤ 1+‖hT ‖tv ≤ 4, òàê ÷òî ‖b·(1−hT )‖tv ≤ 4 ‖A‖TV ‖u‖tv.
Âûáèðàÿ u = uT , êàê â ïðèìåðå, èç (8.4) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî òèïà ñãëàæèâàíèÿ∫ ∞

−∞
|A(x)| dx ≤ ‖bhT ‖tv +

4c ‖A‖TV

T
, c = 2

√
8

3
. (8.5)

Ïåðåéäåì ê ïåðâîìó ÷ëåíó â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ïðèìåíÿÿ (8.2) è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî hT = 0 âíå èíòåðâàëà (−T, T ), èìååì

‖bhT ‖2tv ≤
1

2

∫ T

−T
|b(t)hT (t)|2 dt+

1

2

∫ T

−T
|(b(t)hT (t))′|2 dt. (8.6)

Çäåñü ïåðâûé èíòåãðàë íå ïðåâîñõîäèò ε =
∫ T
−T |b(t)|2 dt. Êðîìå òîãî, èç òîæäåñòâà

(bhT )′ = b′hT + bh′T (â ñìûñëå Ðàäîíà-Íèêîäèìà) ïðè |t| < T âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|(b(t)hT (t))′|2 ≤ 2 |b′(t)|2 +
8 |b(t)|2

T 2
,

èìåþùåå ìåñòî ïî÷òè âñþäó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ δ =
∫ T
−T |b′(t)|2 dt, âòîðîé èíòåãðàë

â (8.6) ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíîé 2δ + 8
T 2 ε, è â èòîãå ïîëó÷àåì

‖bhT ‖2tv ≤
(

1

2
+

4

T 2

)
ε+ δ.

Âìåñòå ñ (8.5) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå Ýññååíà [21].

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü A � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé

âàðèàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà a. Äëÿ âñåõ T > 0∫ ∞
−∞
|A(x)| dx ≤ cT

(∫ T

−T

∣∣∣∣a(t)

t

∣∣∣∣2 dt)1/2

+

(∫ T

−T

∣∣∣∣ ddt a(t)

t

∣∣∣∣2 dt)1/2

+ c
‖A‖TV

T
, (8.7)
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ãäå cT = (1
2 + 4

T 2 )1/2
è c � ïîñòîÿííàÿ. Ìîæíî ïîëîæèòü c = 16

√
2
3 < 13.07.

Â ñëó÷àå A = F − G ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F è G èìååì ‖A‖TV ≤ 2, è ìû
ïðèõîäèì ê óòî÷íåíèþ íåðàâåíñòâà (8.1).

Ñëåäñòâèå 8.2. Ïóñòü F è G � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè f è g. Åñëè W1(F,G) <∞, òî äëÿ âñåõ T ≥ 3

W1(F,G) ≤
(∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt)1/2

+

(∫ T

−T

∣∣∣ d
dt

f(t)− g(t)

t

∣∣∣2 dt)1/2

+
c

T
, (8.8)

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f è g ñîâïàäàþò íà [0, T ], òî W1(F,G) ≤ c
T .

Îñíîâûâàÿñü íà (8.7), â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìîæíî ïîëîæèòü c = 32
√

2
3 . Ýòà

êîíñòàíòà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà íà îñíîâå âûøåóïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà Beurling'à; êàê
áûëî ïîêàçàíî Ýññååíîì [4],W1(F,G) ≤ π

T â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
f è g ñîâïàäàþò íà èíòåðâàëå [0, T ].

Íàêîíåö, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ñâÿçü òåîðåìû 8.1 ñ òåîðåìîé 4.2, èìååò ñìûñë ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü íåðàâåíñòâî (8.7), çàìå÷àÿ, ÷òî a(t)

−it ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
ôóíêöèè A. Ïîñëå ñìåíû îáîçíà÷åíèé, ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 8.3. Äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè b :
R → C, åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå b̂ åñòü (ëîêàëüíî) àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

ïðè÷åì äëÿ âñåõ T > 0∫ ∞
−∞
|b(x)| dx ≤

(
1

2
+

4

T 2

)1/2(∫ T

−T
|b̂(t)|2 dt

)1/2

+

(∫ T

−T

∣∣∣ d
dt
b̂(t)

∣∣∣2 dt)1/2

+
14

T
‖b‖TV.

Óñòðåìëÿÿ T → ∞, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå íåðàâåíñòâà (4.4) ñ
òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíîãî ìíîæèòåëÿ.

9 Èäåàëüíûå ìåòðèêè Çîëîòàðåâà

Â ñåðåäèíå 1970-x ãã. â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðå-
äåëüíîé òåîðåìå Â. Ì. Çîëîòàðåâûì áûëè ââåäåíû òàê íàçûâàåìûå èäåàëüíûå ìåòðèêè
â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà Rk. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå âàæíûìè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå (ñì. íàïð. [22], [23]); äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
îäíîìåðíûé ñëó÷àé.

Çàôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî s ≥ 0. Äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è G íà âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé ñ êîíå÷íûìè àáñîëþòíûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà s ïîëîæèì

ζs(F,G) = sup

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

u dF −
∫ ∞
−∞

u dG

∣∣∣∣, (9.1)

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì u : R → R, èìåþùèõ s − 1 ïðîèçâîäíóþ,
ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà s− 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|u(s−1)(x)− u(s−1)(y)| ≤ |x− y| (x, y ∈ R)
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(äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü s ðàç äèôôåðåíöèðóåìûå u, òàêèå ÷òî |u(s)| ≤ 1).
Â ñëó÷àå s = 0 ïðèõîäèì ê ðàññòîÿíèþ ïî âàðèàöèè: ζ0(F,G) = ‖F −G‖TV.
Â ñëó÷àå s = 1, êàê ëåãêî âèäåòü, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ìåòðèêå â L1:

ζ1(F,G) = sup
‖u‖Lip≤1

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

u dF −
∫ ∞
−∞

u dG

∣∣∣∣ =

∫ ∞
−∞
|F (x)−G(x)| dx.

Â ñëó÷àå s = 2 èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà

ζ2(F,G) =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ ∫ x

−∞
(F (y)−G(y)) dy

∣∣∣∣ dx.
Â îáùåé ñèòóàöèè, ïîëàãàÿ b1 = F −G, èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

ζs(F,G) =

∫ ∞
−∞
|bs(x)| dx, bs(x) =

∫ x

−∞
bs−1(y) dy, (9.2)

îòêóäà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

ζs(F,G) =
1

(s− 2)!

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ ∫ x

−∞
(F (y)−G(y)) (x− y)s−2 dy

∣∣∣∣ dx, s ≥ 2.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîíå÷íîñòè ζs(F,G) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F è G èìåëè ñîâïàäàþùèå
ìîìåíòû ïîðÿäêà äî s− 1 âêëþ÷èòåëüíî, òî åñòü,∫ ∞

−∞
xp dF (x) =

∫ ∞
−∞

xp dG(x), p = 1, . . . , s− 1, (9.3)

è èìåëè êîíå÷íûå àáñîëþòíûå ìîìåíòû
∫∞
−∞ |x|s dF (x),

∫∞
−∞ |x|s dG(x) (÷òî ïðåäïîëàãà-

ëîñü ñ ñàìîãî íà÷àëà).
Ðàññòîÿíèå ζs îäíîðîäíî ïîðÿäêà s ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé: åñëè ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F è G, òî äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Fr, Gr ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí rX, rY (r > 0), èìååì

ζs(Fr, Gr) = rs ζs(F,G).

Ýòè ìåòðèêè âçàèìîñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé; â ÷àñòíîñòè,

ζ1 ≤ Cs ζ
1

1+s

1+s , ζ
1/2
2 ≤ C ′s ζ

1
2+s

2+s ,

ãäå ïîñòîÿííûå çàâèñÿò òîëüêî îò s (ñì. [9], òåîðåìà 3). Íàïðèìåð, ζ2
1 ≤ 8ζ2 ([23]).

Ñ ïîìîùüþ ζ2 ìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèå Ëåâè-Ïðîõîðîâà:

π3(F,G) ≤ c ζ2(F,G)

äëÿ ëþáûõ F,G ∈ F ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c (ñì. [24]).
Ìåòðèêè Çîëîòàðåâà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî è äëÿ íåöåëûõ s = m+α (m � öåëîå,

0 < α < 1). Â ýòîì ñëó÷àå ñóïðåìóì â (9.1) áåðåòñÿ ïî âñåì m ðàç äèôôåðåíöèðóåìûì
ôóíêöèÿì u, ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
ïîêàçàòåëåì α:

|u(m)(x)− u(m)(y)| ≤ |x− y|α, x, y ∈ R.
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Ïî ôîðìóëå (9.1) îïðåäåëåíèå ζs(F,G) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ëþáûå ôóíêöèè îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèè F è G. Äëÿ êîíå÷íîñòè ζ1(F,G) ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíòåãðàë∫∞
−∞ |F (x)−G(x)| dx êîíå÷åí, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì∫ ∞

−∞
|x| |d(F (x)−G(x)| <∞,

è òîãäà ñ íåîáõîäèìîñòüþ F (−∞) = G(−∞) è F (∞) = G(∞).
Â ýòîé áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïåðåéäåì ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ðàññòîÿíèÿ Çîëîòàðåâà

â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

f(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dF (x), g(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dG(x) (t ∈ R).

Äëÿ îöåíêè ζ1(F,G) ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 8.1 èëè ñëåäñòâèå 8.3: íåðàâåíñòâî

ζ1(F,G) ≤
(∫ T

−T

∣∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣∣2 dt)1/2

+

(∫ T

−T

∣∣∣∣ ddt f(t)− g(t)

t

∣∣∣∣2 dt)1/2

+
14

T
‖F −G‖TV

èìååò ìåñòî ïðè âñåõ T ≥ 3.
Åñëè ôóíêöèÿ b2(x) =

∫ x
−∞(F (y)−G(y)) dy èíòåãðèðóåìà, òî â ðàâåíñòâå

f(t)− g(t)

−it
=

∫ ∞
−∞

eitx (F (x)−G(x)) dx =

∫ ∞
−∞

eitx db2(x)

ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì, ÷òî äàåò

f(t)− g(t)

(−it)2
=

∫ ∞
−∞

eitx b2(x) dx.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ñëåäñòâèå 8.3 ê b = b2 è ó÷èòûâàÿ ÷òî ‖b2‖TV = ζ1(F,G), ïîëó÷àåì

ζ2(F,G) ≤
(∫ T

−T

∣∣∣∣f(t)− g(t)

t2

∣∣∣∣2 dt)1/2

+

(∫ T

−T

∣∣∣∣ ddt f(t)− g(t)

t2

∣∣∣∣2 dt)1/2

+
14

T
ζ1(F,G).

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü b2 îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè∫ ∞
−∞

x dF (x) =

∫ ∞
−∞

x dG(x),

∫ ∞
−∞
|x|2 |d(F (x)−G(x))| <∞,

ãäå, êàê îáû÷íî, |d(F (x)−G(x))| îáîçíà÷àåò âàðèàöèþ F −G (ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé
êîíå÷íóþ ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ íà îñíîâå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (9.2), ïðèõîäèì ê àíà-
ëîãè÷íûì îöåíêàì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ s ≥ 1.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü F è G � ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñ îäèíàêîâûìè ìî-

ìåíòàìè ïîðÿäêà äî s− 1 âêëþ÷èòåëüíî (óñëîâèå (9.3)) è òàêèå, ÷òî∫ ∞
−∞
|x|s |d(F (x)−G(x)| <∞.
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Òîãäà äëÿ âñåõ T ≥ 3

ζs(F,G) ≤
(∫ T

−T

∣∣∣∣f(t)− g(t)

ts

∣∣∣∣2 dt)1/2

+

(∫ T

−T

∣∣∣∣ ddt f(t)− g(t)

ts

∣∣∣∣2 dt)1/2

+
c

T
ζs−1(F,G)

ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé c > 0 (ìîæíî ïîëîæèòü c = 14).

Â êëàññå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî Â. Ì. Çîëîòàðåâûì [25]
(ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé); áåç äîêàçàòåëüñòâà îíî òàêæå ïðèâîäèòñÿ â
êíèãå [23], ñ. 80.

10 Òðàíñïîðòíûå ìåòðèêè

Ïóñòü (M,d) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fp(M)
ïðîñòðàíñòâî âñåõ (áîðåëåâñêèõ) âåðîÿòíîñòíûõ ìåð F íà M ñ êîíå÷íûì ìîìåíòîì ïî-
ðÿäêà p ≥ 1, òî åñòü, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∫

d(x, x0)p dF (x) <∞

äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ) x0 ∈M . Ïîëîæèì

Wp(F,G) = inf

(∫∫
d(x, y)p dµ(x, y)

)1/p

,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âåðîÿòíîñòíûì ìåðàì µ íà M × M ñ ìàðãèíàëüíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G, òî åñòü, òàêèì ìåðàì, ÷òî

µ(A×M) = F (A), µ(M ×A) = G(A)

äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ A ⊂ M . Ôóíêöèîíàë Wp ïðåâðàùàåò Fp(M) â ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

Ñîãëàñíî èñòîðè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ À. Ì. Âåðøèêà [26], ðàññòîÿíèå W1 áûëî
ââåäåíî Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì â êîíöå 1930-õ ãã. Èì ðàññìàòðèâàëèñü è áîëåå îáùèå
ôóíêöèîíàëû âèäà

W = inf

∫∫
c(x, y) dµ(x, y)

ñî ñëåäóþùåé èíòåðïðåòàöèåé: åñëè ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ �÷àñòèöû"èç òî÷êè x â
òî÷êó y ðàâíà c(x, y), òî ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ �ìàññû"F â G áóäåò
ðàâíà W (ñì. [27-28]). Ïîýòîìó ðàññòîÿíèÿ Wp òàêæå íàçûâàþòñÿ òðàíñïîðòíûìè èëè
ìèíèìàëüíûìè. Ìû îòñûëàåì ê ðàáîòàì [29-32], ãäå ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ ìíîãèå
âàæíûå ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ìåòðèê, è çäåñü îòìåòèì òîëüêî íåêîòîðûå.

Êàê íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèÿ p→Wp(F,G) íå óáûâàåò, è
çíà÷èò ìåòðèêà Wp ñòàíîâèòñÿ ñèëüíåå ñ ðîñòîì p. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à
ñâÿçàíî ñ ðàññòîÿíèåì Ëåâè-Ïðîõîðîâà íåðàâåíñòâîì

π(F,G) ≤
(
Wp(F,G)

)p/(p+1)
. (10.1)
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Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (7.1) ìåæäó ìåòðèêîé Ëåâè è ìåòðèêîé
â ïðîñòðàíñòâå Lp. Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî; ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (A) ≥
G(Ah) + h äëÿ íåêîòîðîãî h > 0 è íåêîòîðîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A â M . Òîãäà
äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà M ×M ñ ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G∫

M

∫
M
d(x, y)p dµ(x, y) ≥

∫
A

∫
M\Ah

d(x, y)p dµ(x, y)

≥ hp µ
(
A×M ∩ M × (M \Ah)

)
≥ hp (F (A)−G(Ah)) ≥ hp+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, W p
p (F,G) ≥ hp+1, ÷òî è äîêàçûâàåò (10.1).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî òîïîëîãèÿ, ïîðîæäàåìàÿ Wp íà Fp(M) � áî-
ëåå ñèëüíàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òîïîëîãèåé ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ
òàêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ([30]): Wp(Fn, F ) → 0 ïðè n → ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
π(Fn, F )→ 0, è ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîãî (ýêâèâàëåíòíî � äëÿ âñåõ) x0 ∈M∫

d(x, x0)p dFn(x) →
∫
d(x, x0)p dF (x).

Ïîýòîìó íà ìíîãèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòðàíñòâà Fp(M) ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå Wp

ðàâíîñèëüíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè.
Ïðè p = 1 çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà äàåò äóàëüíîå îïèñàíèå

ìåòðèêè W1 ([33], [34]): äëÿ âñåõ F,G ∈ F1(M)

W1(F,G) = sup

∣∣∣∣ ∫ u dF −
∫
u dG

∣∣∣∣,
ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì u : M → R, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ëèï-
øèöà |u(x)− u(y)| ≤ d(x, y), x, y ∈M .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé M = R ñ êàíîíè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì
d(x, y) = |x− y| ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ìåòðèêå â ïðîñòðàíñòâå L1:

W1(F,G) = ζ1(F,G) = ‖F −G‖1 =

∫ ∞
−∞
|F (x)−G(x)| dx. (10.2)

Çäåñü ñïðàâà F è G � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè. ÎäíàêîWp ïðè p > 1 íå ñâîäèòñÿ ê ðàññòîÿíèþ â ïðîñòðàíñòâå
Lp; ïðè ýòîì èìååòñÿ ïîõîæåå îïèñàíèå

Wp(F,G) =

(∫ 1

0
|F−1(t)−G−1(t)|p dt

)1/p

â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ îáðàòíûõ ôóíêöèé F−1(t) = inf {x ∈ R : F (x) ≥ t}.
Òîæäåñòâî (10.2) ïîäñêàçûâàåò, ÷òî âîçìîæíà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè

Êàíòîðîâè÷à è Çîëîòàðåâà. Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè íåäàâíî
ïîëó÷åíû Ý. Ðèî [35]. Â ÷àñòíîñòè, èì óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé F è G íà ïðÿìîé

Wp(F,G) ≤ cp ζp(F,G)1/p, p ≥ 1, (10.3)

ãäå c � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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11 Êâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à

Â èåðàðõèè ìåòðèê Wp ñ p > 1 ÷àñòíûé ñëó÷àé p = 2 íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé; ÷àñòî ðàñ-
ñòîÿíèå W2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àíàëîã åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå F2(M).
Ïîýòîìó âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îöåíèâàíèåì ýòîãî ðàññòîÿíèÿ, � ïðåäìåò ìíîãèõ èññëå-
äîâàíèé. Ïðè ýòîì çàäà÷à î áëèçîñòè F è G â ìåòðèêå W2 â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå-Ñòèëòüåñà îñòàåòñÿ íåèññëåäîâàííîé. Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è ê äðóãèì çíà-
÷åíèÿì p ≥ 1 çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ p = 1 è M = R (ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (10.2)).

Ïðèâåäåì îäèí âàæíûé ðåçóëüòàò Ì. Òàëàãðàíà [36], ñâÿçûâàþùèé êâàäðàòè÷íîå
ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à ñ ðàññòîÿíèåì Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà (ñì. òàêæå [37]): äëÿ âñåõ
F ∈ F2(Rk)

W 2
2 (F,Φ) ≤ 2D(F ||Φ), (11.1)

ãäå Φ � ãàóññîâñêàÿ ìåðà íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk ñ ïëîòíîñòüþ

ϕ(x) =
1

(2π)k/2
e−||x||

2/2.

Â áîëåå ðàçâåðíóòîì âèäå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå F èìååò ïëîòíîñòü p(x) = dF (x)
dx ïî ìåðå

Ëåáåãà, ìû èìååì ñîîòíîøåíèå

W 2
2 (F,Φ) ≤ 2

∫
Rk
p(x) log

p(x)

ϕ(x)
dx.

Íåðàâåíñòâî (11.1) íàçûâàþò òðàíñïîðòíî-ýíòðîïèéíûì; ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðà-
áîòå [38], ãäå ïðèâåäåíû è äðóãèå èíòåðåñíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ W2.

Ïðèìåíÿÿ (11.1) ê ñãëàæåííûì ðàñïðåäåëåíèÿì è èñïîëüçóÿ îöåíêó (5.1) äëÿ ðàññòî-
ÿíèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà (òåîðåìà 5.1), ìîæíî îöåíèòüW2(F,Φ) â òåðìèíàõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè f ðàñïðåäåëåíèÿ F . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíóþ ñèòóàöèþ; â
èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñ ó÷àñòèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

gα(t) = e−t
2/2
(

1 + α
(it)3

3!

)
�ïîïðàâëåííîãî" ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé f , ïðè÷åì
∫∞
−∞ |x|3 dF (x) < ∞. Äëÿ ëþáûõ T ≥ 1 è

α ∈ R

W2(F,Φ) ≤ 4

(∫ T

−T
|f(t)− gα(t)|2 dt

)1/4

+ 4

(∫ T

−T
|f ′′′(t)− g′′′α (t)|2 dt

)1/4

+ c

(
1 +Q

1/4
T

T
+ |α|

)
,

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è

QT =

∫ T

−T

(
|f ′′(t)|+ |f ′(t)|+ |f(t)|

)2
(1 + t4) dt.
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Â ïðèëîæåíèÿõ T åñòåñòâåííî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû èíòåãðàë QT îñòàâàëñÿ îãðàíè-
÷åííûì, è ïðè ýòîì α ñëåäóåò âûáèðàòü ìàëûì ïîðÿäêà 1

T , íî íåîáÿçàòåëüíî ðàâíûì
íóëþ; ýòî ìîæåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âåëè÷èíó ïåðâûõ äâóõ èíòåãðàëîâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿW2(X,Y ) äëÿW2(F,G)
è D(X||Y ) äëÿ D(F ||G), êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ F è
G, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì Xσ = X + σY , σ = 1
T , ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Y íå çàâèñèò îò X è èìååò

ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé h, òàêîé ÷òî h(t) = 0
ïðè |t| ≥ 1, ïðè÷åì E |Y |3 ≤ C3 (C ≥ 1). Ìîæíî âçÿòü íîðìàëèçîâàííóþ ñâåðòî÷íóþ
ñòåïåíü òðåóãîëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè h0(t) = (1− |t|)+, íàïðèìåð,

h(t) = h∗60 (6t)/h∗60 (0).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñâîðà÷èâàíèÿ h0 ñ ñîáîé äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ïîëó÷èì ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ, äèôôåðåíöèðóåìóþ íóæíîå ÷èñëî ðàç. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëå íîðìàëèçàöèè áóäåì èìåòü äåëî ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû, ó êîòîðîé êîíå÷íû àáñîëþòíûå ìîìåíòû íóæíîãî ïîðÿäêà, è ïðè ýòîì
ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü íîñèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ïî îïðåäåëåíèþ êâàäðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ Êàíòîðîâè÷à,

W 2
2 (Xσ, X) ≤ E (Xσ −X)2 = σ2 EY 2 ≤ C2

T 2
. (11.2)

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè W2, èìååì

W2(X,Z) ≤W2(Xσ, Z) +W2(Xσ, X),

ãäå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ñòàíäàðíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå Φ. Ñëåäîâàòåëüíî,

W 2
2 (X,Z) ≤ 2W 2

2 (Xσ, Z) + 2W 2
2 (Xσ, X),

è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà (11.1)�(11.2), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî òèïà ñãëàæèâàíèÿ

W 2
2 (X,Z) ≤ 4D(Xσ||Z) +

2C2

T 2
.

×òîáû îöåíèòü ýíòðîïèéíûé ÷ëåí â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïðèìåíèì (5.1) ê ðàñïðå-
äåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xσ. Îíà èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ fσ(t) =
f(t)h(σt), òàê ÷òî

D(Xσ||Z) ≤ 4
(
‖fσ − gα‖2 + ‖f ′′′σ − g′′′α ‖2

)
+ α2,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

W 2
2 (X,Z) ≤ 16

(
‖fσ − gα‖2 + ‖f ′′′σ − g′′′α ‖2

)
+

2C2

T 2
+ 4α2. (11.3)

Ïîñêîëüêó fσ(t) = 0 ïðè |t| ≥ T ,

‖fσ − gα‖22 =

∫ T

−T
|fσ(t)− gα(t)|2 dt+

∫
|t|≥T

|gα(t)|2 dt,
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ïðè ýòîì ïîñëåäíèé èíòåãðàë óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïî T (è äàæå áûñòðåå). Òî æå
ñàìîå îòíîñèòñÿ ê ïðîèçâîäíûì, òàê ÷òî∫

|t|≥T
|gα(t)|2 dt ≤ C1(1 + |α|)2

T 4
,

∫
|t|≥T

|g′′′α (t)|2 dt ≤ C1(1 + |α|)2

T 4

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 ≥ 1. Èñïîëüçóÿ âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå

‖u‖T =

(∫ T

−T
|u(t)|2 dt

)1/2

,

èç (11.3) ïîëó÷àåì, ÷òî

W 2
2 (X,Z) ≤ 16 ‖fσ − gα‖T + 16 ‖f ′′′σ − g′′′α ‖T +

C2(1 + |α|)
T 2

+ 4α2

≤ 16 ‖fσ − gα‖T + 16 ‖f ′′′σ − g′′′α ‖T +
C3

T 2
+ C4α

2

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè Cj . Áîëåå òîãî, íà èíòåðâàëå [−T, T ] ìîæíî àïïðîêñèìè-
ðîâàòü fσ ñ ïîìîùüþ f â ñìûñëå L2-íîðìû, è â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ
L2-íîðìû,

W 2
2 (X,Z) ≤ 16 ‖f − gα‖T + 16 ‖f ′′′ − g′′′α ‖T +

C3

T 2
+ C4α

2

+ 16 ‖fσ − f‖T + 16 ‖f ′′′σ − f ′′′‖T . (11.4)

Îñòàåòñÿ îöåíèòü ïîñëåäíèå äâå íîðìû. Ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Y , èìååì h′(0) = iEY = 0. Êðîìå òîãî, |h′′(s)| ≤ EY 2 ≤ C2. Cëåäîâà-
òåëüíî, ïî ôîðìóëå Òåéëîðà |h(s)− 1| ≤ C2

2 s2 äëÿ âñåõ s. Îòñþäà

|fσ(t)− f(t)| ≤ |f(t)| |h(σt)− 1| ≤ C2σ2

2
t2|f(t)|

è

‖fσ − f‖T ≤
C2σ2

2

(∫ T

−T
t4|f(t)|2 dt

)1/2

≤ C2

2T 2

√
QT . (11.5)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü |h′(s)| ≤ C|s|, |h(r)(s)| ≤ E |Y |r ≤ Cr (r = 2, 3) è äèôôåðåíöèðóÿ
òðèæäû fσ(t), ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íóþ ïîòî÷å÷íóþ îöåíêó

|f ′′′σ (t)− f ′′′(t)| = | 3σf ′′(t)h′(σt) + 3σ2f ′(t)h′′(σt) + σ3f(t)h′′′(σt)|
≤ 3C3σ2

(
|tf ′′(t)|+ |f ′(t)|+ |f(t)|

)
,

îòêóäà

‖f ′′′σ − f ′′′‖T ≤ 3C3σ2
(∫ T

−T

(
|tf ′′(t)|+ |f ′(t)|+ |f(t)|

)2
dt

)1/2

≤ 3C3

T 2

√
QT .

Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (11.5) â (11.4), ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé îöåíêå

W 2
2 (X,Z) ≤ 16 ‖f − gα‖T + 16 ‖f ′′′ − g′′′α ‖T +

C3 + 4C3
√
QT

T 2
+ C4α

2.
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12 Ñãëàæèâàþùèå ìåðû ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì

Âî âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ íåðàâåíñòâàõ, ãäå èñïîëüçîâàëèñü ñãëàæèâàþùèå ìåðû, ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ýòèõ ìåð èìåëè êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Íî â íåêîòîðûõ
çàäà÷àõ æåëàòåëüíî, ÷òîáû ñàìè ñãëàæèâàþùèå ìåðû èìåëè êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Â
ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ìîãóò áûñòðî óáûâàòü
(íà áåñêîíå÷íîñòè), íî îíè óæå íå ìîãóò áûòü ñîñðåäîòî÷åíû íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.
Âîïðîñ î âîçìîæíîé ñêîðîñòè óáûâàíèÿ áûë ðàññìîòðåí Èíãìàíîì, äîêàçàâøèì ñëå-
äóþùóþ òåîðåìó ([39], ñì. òàêæå [40]). Ìû åå ñôîðìóëèðóåì â íåñêîëüêî èçìåíåííîì
âèäå.

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü çàäàíà íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ u : [1,∞)→ [0,∞), òàêàÿ ÷òî

I =

∫ ∞
1

u(t)

t
dt <∞.

Äëÿ ëþáîãî c > 1 íàéäåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà H, ñîñðåäîòî÷åííàÿ

íà èíòåðâàëå [−cI, cI], ó êîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò

|f(t)| ≤ e−tu(t) log c, t ≥ 4.

Ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, u(t) = α
etα ñ ïàðàìåòðîì 0 < α < 1 è áåðÿ c = e, ìîæíî ïîäîáðàòü

ìåðó H íà èíòåðâàëå [−1, 1] ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, äîïóñêàþùåé îöåíêó

|f(t)| ≤ exp
{
− α

e
t1−α

}
, t ≥ 4.

Äðóãîé ïðèìåð u(t) = κ
log2(1+t)

ñ ïîäõîäÿùèì çíà÷åíèåì κ > 0 ïðèâîäèò ê åùå áîëåå

áûñòðîìó � ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíîìó óáûâàíèþ

|f(t)| ≤ exp

{
− log 2

2e

t

log2(1 + t)

}
, t ≥ 4,

è ïðè ýòîì H áóäåò ñíîâà ñîñðåäîòî÷åíà íà [−1, 1].
Îäíàêî, êàê èçâåñòíî, ïðè óñëîâèè íà êîìïàêòíîñòü íîñèòåëÿ íåðàâåíñòâî âèäà

|f(t)| ≤ Ce−ct (t ≥ t0) ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî (ñ êàêèìè-ëèáî ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòî-
ÿííûìè c è C). Òåì íå ìåíåå, â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå òàêàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà
âîçìîæíà ââèäó ñëåäóþùåãî ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 12.2. Äëÿ ëþáîãî T ≥ 0 íàéäåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà

H, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà èíòåðâàëå [−1, 1], ó êîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f
óäîâëåòâîðÿåò ∫

|t|≥T
|f(t)| dt ≤ 2πe2 e−

T
e . (12.1)

Ïðè ýòîì, äëÿ T ≥ 1 ∫
|t|≥T

|f(t)| dt
|t|
≤ 3 e−

T
e . (12.2)
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Êàê áûëî ïðåäëîæåíî Èíãìàíîì, â êà÷åñòâå ìåðû H â òåîðåìå 12.1 ìîæíî âçÿòü
ðàñïðåäåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî ðÿäà

S = c
∞∑
n=2

u(n)

n
Xn,

â êîòîðîì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xn íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà (−1, 1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12.2 äîñòàòî÷íî âçÿòü êîíå÷íóþ ñóììó

Sn =
1

n

n∑
k=1

Xk (n ≥ 2)

ñ n = [Te ] ïðè T ≥ 2e. Â ýòîì ñëó÷àå 2 ≤ n ≤ T
e , è Sn èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ f(t) = E eitSn = ( sin(t/n)
t/n )n. Ïîýòîìó

∫ ∞
T
|f(t)| dt ≤

∫ ∞
T

(
n

t

)n
dt =

T

n− 1
e−n log T

n

≤ T

[Te ]− 1
e−[T

e
] ≤ Te

[Te ]− 1
e−

T
e ≤ 2e2 e−

T
e .

Â ñëó÷àå 0 ≤ T ≤ 2e ìîæíî âçÿòü n = 2 è ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê
ôóíêöèè f(t) = ( sin(t/2)

t/2 )2. Òàê êàê S2 èìååò òðåóãîëüíóþ ïëîòíîñòü p(x) = (1 − |x|)+,

ïîëó÷àåì
∫∞

0 f(t) dt = πp(0) = π. Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∞
0

f(t) dt = π ≤ πe2 e−
T
e .

Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (12.1).
Àíàëîãè÷íî ïðè T ≥ 2e∫ ∞

T
|f(t)| dt

t
≤
∫ ∞
T

(
n

t

)n dt
t

=
1

n
e−n log T

n ≤ 1

2
e−[T

e
] ≤ e

2
e−

T
e .

Â ñëó÷àå 1 ≤ T ≤ 2e ìîæíî âçÿòü n = 1, ÷òî äàåò∫ ∞
T
|f(t)| dt

t
≤
∫ ∞
T

1

t2
d =

1

T
≤ 3

2
e−

T
e

(èñïîëüçóåì e1/e < 1.5). Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, ïðèõîäèì ê (12.2).
Ðàñïðåäåëåíèÿ H èç òåîðåìû 12.2 ïðèìåíÿëèñü Â. Ì. Çîëîòàðåâûì â äîêàçàòåëüñòâå

íåðàâåíñòâà äëÿ ðàññòîÿíèÿ Ëåâè (òåîðåìà 3.2).

13 Çíàêîïåðåìåííûå ñãëàæèâàþùèå ìåðû

Ïåðåéäåì ê ñãëàæèâàþùèì ìåðàì ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, õîòÿ è áåç ñîõðàíå-
íèÿ ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîñòè.
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Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü çàäàíî öåëîå ÷èñëî s ≥ 1. Äëÿ ëþáîãî T ≥ 1 íàéäåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íàÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ìåðà R íà èíòåðâàëå [−1, 1] ñ ïîëíîé âàðèàöèåé ‖R‖TV ≤
cs, òàêàÿ ÷òî

R([−1, 1]) = 1,

∫ 1

−1
xp dR(x) = 0 (p = 1, . . . , s− 1), (13.1)

ïðè÷åì ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà f , óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó∫
|t|≥T

|f(t)| dt
|t|
≤ 3cs e

−T
e . (13.2)

Ìîæíî ïîëîæèòü c1 = c2 = 1, c3 = 3 è cs = sCs−1
2s ïðè s ≥ 4.

Â ñëó÷àÿõ s = 1 è s = 2 óñëîâèå (13.1) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè äëÿ âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðû R = H èç òåîðåìû 12.2 (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè H; ïîýòîìó c1 = c2 = 1). Ïðè
s = 3 ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ p = 1, íî íàðóøàåòñÿ äëÿ p = 2. ×òîáû îíî âûïîë-
íÿëîñü, íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîñòè R êàê ìåðû, òî åñòü, îò
ìîíîòîííîñòè àññîöèèðîâàííîé ñ íåé ôóíêöèè R(x) = R((−∞, x]) è âçÿòü, íàïðèìåð,

R(x) = 2H(x
√

2)−H(x).

Â ýòîì ñëó÷àå ‖R‖TV ≤ 3, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëîæèòü c3 = 3.
Â îáùåé ñèòóàöèè ïóñòü

R(x) = w1H
( x
b1

)
+ . . .+ wsH

( x
bs

)
,

ãäå H � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èç òåîðåìû 12.2 (êîòîðóþ ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ ìåðîé
H), ïðè÷åì bi 6= bj (i 6= j). Åñëè âñå bi ∈ (0, 1], òî R êàê ìåðà áóäåò ñîñðåäîòî÷åíà íà
èíòåðâàëå [−1, 1] ñ ïîëíîé âàðèàöèåé

‖R‖TV ≤
s∑
i=1

|wi|. (13.3)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà f ìåðû R âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ h ìåðû H ðàâåíñòâîì f(t) =

∑s
i=1wi h(bit). Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå 12.2∫

|t|≥T
|f(t)| dt

|t|
=

s∑
i=1

|wi|
∫
|t|≥T/bi

|h(t)| dt
|t|
≤ 3

s∑
i=1

|wi| e−
T
e . (13.4)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê óñëîâèþ (13.1). Îíî ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ s íåèç-
âåñòíûìè w = (w1, . . . , ws), êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå êàê V w = e,
ãäå V � ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà

V =


1 1 · · · 1
b1 b2 · · · bs
...

...
. . .

...
bs−1
1 bs−1

2 · · · bs−1
s

 ,
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è e = (1, 0, . . . , 0) (êàê ñòîëáåö). Îòñþäà íàõîäèì w = V −1e, è ìîæíî îöåíèòü ïðàâóþ
÷àñòü (13.3) â òåðìèíàõ bi. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åí-
íûì â [41], î íîðìå ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà. Èìåííî, åñëè íîðìó
s× s�ìàòðèöû A = (aij) îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

‖A‖ = max
1≤i≤s

s∑
j=1

|aij |,

òî äëÿ A = V −1 èìååì

‖V −1‖ ≤ max
1≤i≤s

∏
j 6=i

1 + |bj |
|bi − bj |

. (13.5)

Íàïðèìåð, ïðè âûáîðå bi = i
s ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó

‖V −1‖ ≤
s∏
j=2

1 + j
s

j
s −

1
s

= Cs−1
2s .

Òàê êàê wi = (Ae)i = ai1, òî

s∑
i=1

|wi| =
s∑
i=1

|ai1| ≤
s∑
i=1

s∑
j=1

|aij | ≤ s‖A‖ ≤ sCs−1
2s .

Ñ ó÷åòîì (13.3)-(13.4) ïðèõîäèì ê (13.2) âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì ‖R‖TV ≤ sCs−1
2s , ÷òî è

äîêàçûâàåò òåîðåìó.

14 Àíàëîã íåðàâåíñòâà Ýññååíà äëÿ L1-ìåòðèêè

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ãäå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 12.2. Â ÷àñòíîñòè, íàñ èíòåðå-
ñóåò îäèí âàðèàíò òåîðåìû 8.1, â êîòîðîé L2-íîðìà ôóíêöèè a(t)/t íà èíòåðâàëå [−T, T ]
çàìåíÿëàñü áû íà L1-íîðìó è ïðè ýòîì óäàëÿëñÿ èíòåãðàë ñ ïðîèçâîäíîé.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A : R → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

a(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dA(x) (t ∈ R),

ïðè÷åì A(−∞) = 0.

Òåîðåìà 14.1. Åñëè 1 ≤ β − α ≤ T log T (T ≥ 1), òî∫ β

α
|A(x)| dx ≤ β − α

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+ c‖A‖TV
log T

T
, (14.1)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â íåñêîëüêî îñëàáëåííîé ôîðìå, êîãäà A = F −G � ðàçíîñòü äâóõ ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ, òàêàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Çîëîòàðåâà äëÿ
ðàññòîÿíèÿ Ëåâè (òåîðåìà 3.2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè h > L(F,G), òî äëÿ âñåõ x

F (x)−G(x) ≤ (G(x+ h)−G(x)) + h,
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G(x)− F (x) ≤ (F (x+ h)− F (x)) + h,

îòêóäà
|F (x)−G(x)| ≤ (F (x+ h)− F (x)) + (G(x+ h)−G(x)) + h.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ïðîìåæóòêó [α, β] è çàòåì óñòðåìëÿÿ h → L(F,G),
ïîëó÷àåì ∫ β

α
|F (x)−G(x)| dx ≤ (1 + (β − α))L(F,G).

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (3.3) äàåò ïðè âñåõ T > 1.3∫ β

α
|F (x)−G(x)| dx ≤ 1 + (β − α)

2π

∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+ 2e(1 + (β − α))
log T

T
,

ãäå f è g � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé F è G. Òàêèì îáðàçîì, ïðå-
èìóùåñòâî (14.1) � â îòñóòñòâèè ìíîæèòåëÿ β − α â ïðàâîé ÷àñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 14.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåí-
ñòâî, èìåþùåå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëåììà 14.2. Ïóñòü A : [α, β]→ R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Äëÿ ëþáîãî

öåëîãî ÷èñëà N ≥ 1

∫ β

α
|A(x)| dx ≤

N∑
k=1

∣∣∣∣ ∫ xk

xk−1

A(x) dx

∣∣∣∣+ β − α
N
‖A‖TV, (14.2)

ãäå xk = α+ (β − α ) kN .

Äëÿ ðàçíîñòåé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (ñ çàìåíîé ‖A‖TV íà 2) ýòî íåðàâåíñòâî
äîêàçàíî â [42]. Îáùèé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí; îáîçíà÷èì ÷åðåç I ñîâîêóïíîñòü èíäåêñîâ
k = 1, . . . , N , òàêèõ ÷òî â k-îì èíòåðâàëå ∆k = (xk−1, xk) ôóíêöèÿ A(x) íå ìåíÿåò çíàê.
Îñòàëüíûå èíäåêñû îáðàçóþò äîïîëíèòåëüíîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ {1, . . . , N}. Òîãäà äëÿ
âñåõ k ∈ I ∫

∆k

|A(x)| dx =

∣∣∣∣ ∫
∆k

A(x) dx

∣∣∣∣.
Åñëè æå k ∈ J , òî, î÷åâèäíî,

sup
x∈∆k

|A(x)| ≤ sup
x,y∈∆k

|A(x)−A(y)| ≤ |A|(∆k),

ãäå |A| � âàðèàöèÿ ôóíêöèè A, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà íà èíòåðâàëå
[α, β]. Â ýòîì ñëó÷àå∫

∆k

|A(x)| dx ≤ |A|(∆k) |∆k|, |∆k| =
β − α
N

.

Êîìáèíèðóÿ îáå îöåíêè, çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàë
∫ β
α |A(x)| dx íå ïðåâîñõîäèò

∑
k∈I

∣∣∣∣ ∫
∆k

A(x) dx

∣∣∣∣+ ∑
k∈J
|A|(∆k)|∆k| ≤

N∑
k=1

∣∣∣∣ ∫
∆k

A(x) dx

∣∣∣∣+ β − α
N

N∑
k=1

|A|(∆k).
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Â ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû |A|, ïîñëåäíÿÿ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò ‖A‖TV.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê âûâîäó íåðàâåíñòâà (14.1), äëÿ ÷åãî íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíèòü èíòåãðàë

â ïðàâîé ÷àñòè (14.2). Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
∫ T
−T |

a(t)
t | dt <∞. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

âèäà

U(x) =
1

2h

∫ x+h

x−h
A(y) dy (x ∈ R, h > 0),

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñâåðòêó ìåðû A ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå
(−h, h) (ïàðàìåòð h áóäåò âûáðàí ïîçäíåå). Îíà èìååò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà
sin(th)
th a(t).
Ôèêñèðóÿ åùå îäèí ïàðàìåòð σ > 0, êîòîðûé áóäåò âûáðàí â çàâèñèìîñòè îò T ,

ðàññìîòðèì ñâåðòêó

Uσ(x) =

∫ ∞
−∞

U(x− σy) dH(y),

ãäå H � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà èç òåîðåìû 12.2. Òàê êàê ýòà ìåðà ñîñðåäîòî÷åíà íà [−1, 1],
ñðàçó ïîëó÷àåì

|Uσ(x)− U(x)| ≤ sup
|z|≤σ

|U(x− z)− U(x)| ≤ σ

2h
|A|(x− h− σ, x+ h+ σ), (14.3)

ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí îáîçíà÷àåò âàðèàöèþ ôóíêöèè A íà (x− h− σ, x+ h+ σ).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Uσ èìååò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

g(t) = f(σt)
sin(th)

th
a(t),

ãäå f � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìåðû H; ïðè ýòîì Uσ(−∞) = 0. Ôóíêöèÿ g
èíòåãðèðóåìà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-
Ñòèëòüåñà: äëÿ âñåõ x

Uσ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
g(t)

−it
dt.

Èñïîëüçóÿ supt |a(t)| ≤ ‖A‖TV çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà [−T, T ], îòñþäà ïîëó÷àåì

|Uσ(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
1

2π
‖A‖TV

∫
|t|≥σT

∣∣∣f(t)

t

∣∣∣ dt.
Ïîëîæèì çäåñü σ = 2e log T

T è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (12.2) ê 2e log T (âìåñòî T ), ÷òîáû
îöåíèòü ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Òîãäà ïðèõîäèì ê îöåíêå

|Uσ(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
3

2π

‖A‖TV

T 2

è èç (14.3) ïîëó÷àåì

|U(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
3

2π

‖A‖TV

T 2
+

σ

2h
|A|(x− σ − h, x+ σ + h).
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Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè U è ñ ó÷åòîì âûáîðà σ, äëÿ âñåõ x ∈ R,
h > 0 è T ≥ 1 èìååì∣∣∣∣ ∫ x+h

x−h
A(y) dy

∣∣∣∣ ≤ h

π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
3

π

h

T 2
‖A‖TV +

2e log T

T
ε
(
x, h+

2e log T

T

)
, (14.4)

ãäå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

ε(x, r) = |A|(x− r, x+ r).

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ëåììå 14.2, èñïîëüçóÿ òàêîå æå ðàçáèåíèå [α, β] íà èíòåðâàëû
∆k = (xk−1, xk) ñ êîíöàìè xk = α + (β − α ) kN . Ïðèìåíÿÿ (14.4) ê òî÷êàì zk =

xk−1+xk
2

ñ h = β−α
2N è ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì k = 1, . . . , N , íåðàâåíñòâî (14.2) äàåò∫ β

α
|A(x)| dx ≤ β − α

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
3

2π

β − α
T 2

‖A‖TV

+
β − α
N
‖A‖TV +

2e log T

T

N∑
k=1

ε
(
zk, h+

2e log T

T

)
. (14.5)

Çàìåòèì, ÷òî
∑N
k=1 ε(zk, lh) ≤ l ‖A‖TV äëÿ ëþáîãî öåëîãî l ≥ 1. Ïîýòîìó ñóììà â (14.5)

íå ïðåâîñõîäèò (
2e log T

Th
+ 2

)
‖A‖TV.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî β − α ≤ T log T , ïðèõîäèì ê îöåíêå∫ β

α
|A(x)| dx ≤ β − α

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt
+ ‖A‖TV

[
3

2π

log T

T
+
β − α
N

+
2e log T

T

(
2e log T

Th
+ 2

)]
. (14.6)

Ïîëàãàÿ N = [(β − α)T/ log T ] + 1, èìååì β−α
N ≤ log T

T è, åñëè β − α ≥ 1, òî òàêæå

Th = T
β − α
2N

≥ T
β − α

2 (β−α)T
log T + 2

≥ 1

3
log T.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ log T
T âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èç

ïðàâîé ÷àñòè (14.6) íå ïðåâîñõîäèò 3
2π + 1 + 2e(6e+ 2) < 102, è ìû ïðèõîäèì ê (14.1) ñ

êîíñòàíòîé c = 102. Òåîðåìà 14.1 äîêàçàíà.

15 Âàðèàíòû íåðàâåíñòâà Áåððè-Ýññååíà

Ñíîâà ïóñòü A : R → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, A(−∞) = 0. Âîçâðàòèìñÿ
ê îöåíêàì äëÿ L∞-íîðìû

‖A‖ = sup
x
|A(x)|

â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

a(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dA(x).
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Ïîëàãàÿ F = 0, G = A, íåðàâåíñòâî Áåððè-Ýññååíà (òåîðåìà 2.1) äàåò îöåíêó

‖A‖ ≤ c
∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+ c′
L1

T
(T > 0) (15.1)

ñ àáñîëþòíûìè ïîñòîÿííûìè c, c′ > 0 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |A′(x)| ≤ L1 äëÿ âñåõ x.
Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè óñèëåíèè ñâîéñòâà ãëàäêîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè
A áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íåðàâåíñòâî (15.1) ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíî. Â
÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.1. Åñëè A äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì supx |A′′(x)| ≤ L2, òî

äëÿ âñåõ T > 0

‖A‖ ≤ c
∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+ c′
L2

T 2
, (15.2)

ãäå c, c′ > 0 � àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå.

Ìîæíî òàêæå ïîèíòåðåñîâàòüñÿ, íåëüçÿ ëè ñäåëàòü ýòó îöåíêó ëîêàëüíîé, êîãäà
ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ôóíêöèè A èçâåñòíû ëèøü â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè x. Â òàêîé
ñèòóàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ A äèôôåðåíöèðóåìà s ðàç â îêðåñòíî-
ñòè ∆ : |z − x| < se log T

T äàííîé òî÷êè x (ãäå T > 1 è s ≥ 1 � öåëîå), ïðè÷åì

sup
z∈∆
|A(s)(z)| ≤ Ls(x, T ). (15.3)

Òîãäà ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé cs, çàâèñÿùåé òîëüêî îò s,

|A(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+ cs ‖A‖TV
1

T s
+ csLs(x, T )

(
log T

T

)s
. (15.4)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîäîáíûå îöåíêè âðÿä ëè èìåþò öåííîñòü â òàêèõ çàäà-
÷àõ, êàê ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ôóíêöèè A = F −G ñ ãëàäêèìè G, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ðàçðûâíûìè F . Òåì íå ìåíåå,
äëÿ òàêèõ öåëåé ìîæíî ïîëó÷èòü �äèñêðåòíûå"àíàëîãè íåðàâåíñòâ (15.2) è (15.4), ïðè-
÷åì óñëîâèå (15.3) ñëåäóåò ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà
s. Íà ýòîì ïóòè ìîæíî èññëåäîâàòü, íàïðèìåð, ðàçëîæåíèÿ Ýäæâîðòà äëÿ áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ìåñòà, ìû íå çàòðàãèâàåì òàêîãî ðîäà
îáîáùåíèÿ.

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15.2, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
∫ T
−T |

a(t)
t | dt <∞. Íåðàâåí-

ñòâî (15.4) îñíîâàíî íà ñãëàæèâàíèè A ñ ïîìîùüþ çíàêîïåðåìåííîé ìåðû R èç òåîðåìû
13.1: ðàññìîòðèì ñâåðòêó

Aσ(x) =

∫ ∞
−∞

A(x− σy) dR(y) (15.5)

ñ ïàðàìåòðîì σ = se log T
T . Ïîñêîëüêó R ñîñðåäîòî÷åíà íà èíòåðâàëå [−1, 1], ïðè÷åì

R([−1, 1]) = 1, èìååì

Aσ(x)−A(x) =

∫ 1

−1
(A(x− σy)−A(x)) dR(y).
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Ðàçëàãàÿ A(x − σy) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì y è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (13.1),
ïîëó÷àåì

|Aσ(x)−A(x)| ≤ σs

s!
sup
z∈∆
|A(s)(z)| ≤ σs

s!
Ls(x, T ). (15.6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Aσ èìååò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà g(t) = f(σt) a(t), ãäå
f � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ìåðû R; ïðè ýòîì Aσ(−∞) = 0. Cëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà:

Aσ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
g(t)

−it
dt. (15.7)

Èñïîëüçóÿ supt |a(t)| ≤ ‖A‖TV çà ïðåäåëàìè [−T, T ] è çàòåì ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî
(13.2), ïîëó÷àåì

|Aσ(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
‖A‖TV

2π

∫
|t|≥σT

∣∣∣f(t)

t

∣∣∣ dt
≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
‖A‖TV

2π

cs
T s

ñ ïîñòîÿííîé cs èç òåîðåìû 13.1.
Îñòàåòñÿ ñêîìáèíèðîâàòü ýòî íåðàâåíñòâî ñ (15.6):

|A(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
‖A‖TV

2π

cs
T s

+
(se)s

s!
Ls(x, T )

(
log T

T

)s
.

Òàê êàê c1 = c2 = 1, ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè,

|A(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
‖A‖TV

2π

1

T
+ eL1(x, T )

log T

T
,

|A(x)| ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
‖A‖TV

2π

1

T 2
+ 2e2L2(x, T )

(
log T

T

)2

.

Â îáùåì ñëó÷àå cs ≤ sCs−1
2s , è ìû ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó (15.4) ñ cs = cs,

ãäå c � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî (15.2) íåñêîëüêî ïðîùå; ìîæíî ñëåäîâàòü ñòàíäàðòíûì ðàññóæäå-

íèÿì, èñïîëüçóåìûì ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà Áåððè-Ýññååíà. Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàþùåé
ìåðû â (15.5) âîçüìåì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó R ñ òðåóãîëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé f(t) = (1− |t|)+, òî åñòü, ñ ïëîòíîñòüþ

ψ(x) =
1

2π

(
sin x

2
x
2

)2

è ïîëîæèì σ = 1/T . Òîãäà ñíîâà èìååì òîæäåñòâî (15.7), îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

‖Aσ‖ ≤
1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ f(σt) dt ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt. (15.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòòàëêèâàÿñü îò (15.5), äëÿ ôèêñèðîâàííîãî l > 0 çàïèøåì

Aσ(x)−A(x) =

∫ l

−l
(A(x− σy)−A(x)) dR(y) +

∫
|y|>l

(A(x− σy)−A(x)) dR(y).
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Ðàçëàãàÿ A(x− σy) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äî êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà è èñïîëüçóÿ ñèììåò-
ðè÷íîñòü ìåðû R, äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ëåãêî âèäåòü, ÷òî∣∣∣∣ ∫ l

−l
(A(x− σy)−A(x)) dR(y)

∣∣∣∣ ≤ ∫ l

−l

(σy)2

2
L2 dR(y) =

l3

3

L2

T 2
.

Ìîäóëü âòîðîãî èíòåãðàëà ïðîñòî îöåíèì âåëè÷èíîé 2γ ‖A‖, ãäå γ = 1 − R[−l, l]. Ïðè-
ìåíÿÿ (15.8), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖A‖ ≤ 1

2π

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
l3

3

L2

T 2
+ 2γ ‖A‖,

êîòîðîå â ñëó÷àå γ < 1
2 äàåò èñêîìóþ îöåíêó

‖A‖ ≤ 1

2π (1− 2γ)

∫ T

−T

∣∣∣a(t)

t

∣∣∣ dt+
l3

3 (1− 2γ)

L2

T 2
.

×òîáû çàôèêñèðîâàòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ, ïîëîæèì, íàïðèìåð, l = 3π
2 .

Â ýòîì ñëó÷àå

2γ = 4

∫ ∞
3π
2

ψ(x) dx =
4

π

∫ ∞
3π
2

1− cosx

x2
dx

≤ 4

π

∫ 5π
2

3π
2

1

x2
dx+

4

π

∫ ∞
5π
2

2

x2
dx =

64

15π2
= 0.4323...

Ñëåäîâàòåëüíî, (15.2) èìååò ìåñòî ñ ïîñòîÿííûìè c = 1
2π(1−2γ) = 0.2804... è c′ =

l3

3 (1−2γ) = 9π3

8 (1−2γ) = 61.44...

16 Ñãëàæèâàíèå ñ ïîëèíîìèàëüíûì âåñîì

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ôóíêöèÿì îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè âèäà A = F −G ñ íåóáûâàþùèìè
ôóíêöèÿìè F , ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ óñëîâèÿ òèïà ãëàäêîñòè íà G. Íàñ òåïåðü áóäåò
èíòåðåñîâàòü îáîáùåíèå òåîðåìû 2.1 äëÿ ðàññòîÿíèÿ Êîëìîãîðîâà ñ ïîëèíîìèàëüíûì
âåñîì, à èìåííî, äëÿ

ρs(F,G) = sup
x

(1 + |x|s) |F (x)−G(x)|,

ãäå s ≥ 0 � çàäàííîå öåëîå ÷èñëî (òàê ÷òî ρ0 = ρ).
Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ òàêèõ ðàññòîÿíèé îáúÿñíÿåòñÿ âàæíîñòüþ íåðàâíîìåðíûõ

îöåíîê
|F (x)−G(x)| ≤ c

1 + |x|s
, x ∈ R, (16.1)

â êîòîðûõ ìîæíî ïîëîæèòü c = ρs(F,G). Íàïðèìåð, ÷àñòíûé ñëó÷àé s = 2 ïîçâîëÿ-
åò îöåíèòü ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå L1: èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (16.1) ïî âñåé ïðÿìîé,
ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

W1(F,G) ≤ πρ2(F,G).
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Îíî ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ðàññòîÿíèÿ â ìåòðèêå Lp ïðè âñåõ p ≥ 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè p > 1
ìîæíî ïðèìåíèòü (16.1) è ñ s = 1 è òîãäà ïîëó÷èì

‖F −G‖p ≤
(

2

p− 1

)1/p

ρ1(F,G).

Ïðåæäå, ÷åì îöåíèâàòü ρs â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-
Ñòèëòüåñà ôóíêöèé F è G, â ýòîì ðàçäåëå ìû çàôèêñèðóåì îäíî îáùåå ñîîòíîøåíèå
òèïà (2.2) ìåæäó ðàññòîÿíèåì ρs(F,G) è L∞-íîðìîé ñãëàæåííîé ôóíêöèè

As(x) = xs(F (x)−G(x)).

Äëÿ ýòîãî åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû F è G èìåëè êîíå÷íûå àáñîëþòíûå ìîìåíòû
ïîðÿäêà s, òî åñòü, ∫ ∞

−∞
|x|s dF (x) <∞,

∫ ∞
−∞
|x|s |dG(x)| <∞,

ãäå |G| îáîçíà÷àåò âàðèàöèþ G êàê ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó íà ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå As
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ïðè÷åì As(−∞) = As(∞) = 0.

Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿH è ïîëîæèìHT (x) = H(Tx), T > 0, à òàêæå
âûáåðåì l > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 1−H[−l, l] ≤ 1

4 .

Ëåììà 16.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F è ôóíêöèÿ îãðàíè÷åí-

íîé âàðèàöèè G èìåþò êîíå÷íûå àáñîëþòíûå ìîìåíòû öåëîãî ïîðÿäêà s ≥ 1, ïðè÷åì
G(−∞) = 0, G(∞) = 1. Åñëè G äèôôåðåíöèðóåìà, è åå ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò

sup
x

(1 + |x|s) |G′(x)| ≤ L, (16.2)

òî äëÿ ëþáîãî T ≥ 1

‖A0‖+ ‖As‖ ≤ c

(
‖A0 ∗HT ‖+ ‖As ∗HT ‖+

L

T

)
, (16.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c = c(s, l) çàâèñèò òîëüêî îò s è l.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì, õîòÿ è ðóòèííûì ðàññóæäåíèÿì
(ñì. [3], ëåììà 8, ãë. VI). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íåïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé s = 0 è âû-
âåäåì íåðàâåíñòâî (2.2). Ïîëàãàÿ σ = 1/T , ðàññìîòðèì ñâåðòêó

I(x) ≡ (A ∗HT )(x) =

∫ ∞
−∞

A(x− σy) dH(y) = I0(x) + I1(x),

ãäå A = A0 = F −G, ñ ðàçáèåíèåì ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà íà

I0(x) =

∫
|y|≤l

A(x− σy) dH(y), I1(x) =

∫
|y|>l

A(x− σy) dH(y).

Èìååì |I1(x)| ≤ γ ‖A‖ ñ êîýôôèöèåíòîì γ = 1−H[−l, l], â òî âðåìÿ êàê äëÿ îöåíèâàíèÿ
ïåðâîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü F è ëèïøèöåâîñòü G, ìîæíî ïðèìåíèòü
íåðàâåíñòâà

A(x− σy) ≥ A(x− σl)− 2σlL, −A(x− σy) ≥ −A(x+ σl)− 2σlL,
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êîòîðûå âëåêóò

|I0(x)| ≥ (1− γ) max{A(x− σl),−A(x+ σl)} − 2(1− γ)σlL.

Ïîñêîëüêó |I(x)| ≥ |I0(x)| − |I1(x)|, ïîëó÷àåì

‖I‖ ≥ (1− γ) max{A(x− σl),−A(x+ σl)} − 2(1− γ)σlL− γ ‖A‖.

Áåðÿ ñóïðåìóì ïî âñåì x, ïðèõîäèì ê îöåíêå ‖I‖ ≥ (1− 2γ) ‖A‖− 2(1− γ)σlL, òî åñòü,

‖A‖ ≤ 1

1− 2γ
‖A ∗HT ‖+ 2l

1− γ
1− 2γ

L

T
,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (2.2). Â ÷àñòíîñòè, åñëè γ ≤ 1
4 , ýòà îöåíêà äàåò

‖A‖ ≤ 2 ‖A ∗HT ‖+ 3l
L

T
. (16.4)

Ïóñòü òåïåðü s ≥ 1. Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ε ∈ (0, 1
2 ], âûáåðåì òî÷êó x0,

òàê ÷òîáû

|As(x0)| ≥ (1− ε) ‖As‖ ≥
1

2
‖As‖. (16.5)

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñäåëàòü äâà ïðåäïîëîæåíèÿ:

|x0| ≥ 4sl, |As(x0)| ≥ 2s+3 σlL. (16.6)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðâîå óñëîâèå íàðóøàåòñÿ, òî â ñèëó (16.4)-(16.5),

‖As‖ ≤ 2 |As(x0)| ≤ 2 (4sl)s |A(x0)|

≤ 2 (4sl)s ‖A‖ ≤ 4 (4sl)s ‖A ∗HT ‖+ 6l (4sl)s
L

T
,

÷òî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò (16.3), à èìåííî

‖A‖+ ‖As‖ ≤ (2 + 4 (4sl)s) ‖A ∗HT ‖+ (3l + 6l (4sl)s)
L

T
. (16.7)

Åñëè æå íàðóøàåòñÿ âòîðîå óñëîâèå, òî ‖As‖ ≤ 2 |As(x0)| ≤ 2s+4 l LT , ÷òî äàåò àíàëîãè÷-
íóþ îöåíêó

‖A‖+ ‖As‖ ≤ 2 ‖A ∗HT ‖+ (3 + 2s+4) l
L

T
. (16.8)

Êàê è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ñâåðòêó

I(x) ≡ (As ∗HT )(x) =

∫ ∞
−∞

As(x− σy) dH(y) = I0(x) + I1(x)

ñ ðàçáèåíèåì ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà íà

I0(x) =

∫
|y|≤l

As(x− σy) dH(y), I1(x) =

∫
|y|>l

As(x− σy) dH(y).

Ñíîâà |I1(x)| ≤ γ ‖As‖, γ = 1−H[−l, l], òàê ÷òî äëÿ âñåõ x

‖I‖ ≥ |I(x)| ≥ |I0(x)| − γ ‖As‖. (16.9)
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Äàëåå áóäåì îöåíèâàòü |I0(x)| ñíèçó ëèáî â òî÷êå x = x0 − σl, ëèáî â òî÷êå x = x0 + σl
â çàâèñèìîñòè îò çíàêà A(x0). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè A(x0) < 0.

Äëÿ âñåõ z ∈ [x0−2σl, x0] íàéäåòñÿ òî÷êà z0 â òîì æå ïðîìåæóòêå, òàêàÿ ÷òî G(z) =
G(x0) + (z − x0)G′(z0). Ïðè ýòîì |z0| ≥ |x0|, åñëè x0 < 0, è z0 ≥ 1

2 x0, åñëè x0 > 0.
Äåéñòâèòåëüíî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàèõóäøèé âàðèàíò äîñòèãàåòñÿ äëÿ z0 = x0 − 2σl.
Íî x0 ≥ 4σl è σ ≤ 1, ÷òî âëå÷åò z0 ≥ 1

2 x0. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (16.2)

|G(z)−G(x0)| = |z − x0| |G′(z0)| ≤ 2σl
L

|z0|s
≤ 2s+1σl

L

|x0|s
.

Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè F , èìååì

A(z) = F (z)−G(z)

≤ F (x0)−G(x0) + 2s+1σl
L

|x0|s
= A(x0) + 2s+1σl

L

|x0|s
<

3

4
A(x0),

ãäå íà ïîñëåäíåì øàãå ìû âîñïîëüçîâàëèñü âòîðûì óñëîâèåì â (16.6). Êðîìå òîãî, |z|s ≥
|x0|s â ñëó÷àå x0 < 0, à â ñëó÷àå x0 > 0, èñïîëüçóÿ ïåðâîå óñëîâèå â (16.6) âìåñòå ñ
ïðåäïîëîæåíèåì σ ≤ 1, èìååì

zs ≥ (x0 − 2σl)s ≥ (x0 − 2l)s ≥
(
1− 1

2s

)s
xs0 ≥

1√
e
xs0.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ |z|s ≥ 1√
e
|x0|s, è ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ As(z) = zsA(z) íå ìåíÿåò

çíàê â èíòåðâàëå x0 − 2σl ≤ z ≤ x0 è óäîâëåòâîðÿåò íà íåì íåðàâåíñòâó

|As(z)| ≥
3

4
√
e
|As(x0)|.

Îòñþäà

|I0(x)| =
∫
|y|≤l
|As(x− σy)| dH(y) ≥ (1− γ)

3

4
√
e
|As(x0)| ≥ 1− γ

1− ε
3

4
√
e
‖As‖,

ãäå íà ïîñëåäíåì øàãå ìû âîñïîëüçîâàëèñü (16.5).
Ñ àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ýòè íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿþòñÿ è â ñëó÷àå A(x0) > 0

äëÿ òî÷êè x = x0 + σl è èíòåðâàëà x0 ≤ z ≤ x0 + 2σl. Òàêèì îáðàçîì, óñòðåìëÿÿ ε→ 0,
â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèì ê îäíîé è òîé æå îöåíêå

|I0(x)| ≥ 3

4
√
e

(1− γ) ‖As‖.

Ïðèìåíÿÿ åå â (16.9), ïîëó÷àåì

‖I‖ ≥
( 3

4
√
e

(1− γ)− γ
)
‖As‖ ≥ 0.091 ‖As‖,

ãäå â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî γ ≤ 1
4 . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

‖As‖ ≤ 11 ‖I‖ = 11 ‖As ∗HT ‖, è ñ ó÷åòîì (16.4) èìååì

‖A‖+ ‖As‖ ≤ 2 ‖A ∗HT ‖+ 11 ‖As ∗HT ‖+ 3l
L

T
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16.7)-(16.8), ïðèõîäèì ê (16.3). Ëåììà äîêàçàíà.
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17 Îáùèå íåðàâíîìåðíûå îöåíêè

Ïðàâàÿ ÷àñòü â íåðàâåíñòâå (16.3) èç ëåììû 16.1 ìîæåò áûòü äàëåå îöåíåíà â òåðìèíàõ
ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ñòèëòüåñà F è G. Íà ýòîì øàãå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå
øèðîêèå êëàññû ôóíêöèé.

Ïóñòü A � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñ êîíå÷íûì àáñîëþòíûì ìîìåíòîì öåëî-
ãî ïîðÿäêà s ≥ 1 (äëÿ âàðèàöèè |A|, êàê ìåðû íà ïðÿìîé), ïðè÷åì A(−∞) = A(∞) = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå åé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

a(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dA(x) = −it
∫ ∞
−∞

eitxA(x) dx

èìååò s íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, à ôóíêöèÿ

As(x) = xsA(x)

òîæå èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ è óäîâëåòâîðÿåò As(−∞) = As(∞) = 0.

Òåîðåìà 17.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ H ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-

öèåé h èìååì

‖As ∗H‖ ≤
2

π
sup

x∈R, κ≥1

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx
a(s)(t)

t
h(κt) dt

∣∣∣∣. (17.1)

Â ÷àñòíîñòè, áåç êàêîãî-ëèáî ñãëàæèâàíèÿ (èëè êîãäà H � åäèíè÷íàÿ íàãðóçêà â
íóëå ñ h(t) = 1)

‖As‖ ≤
2

π
sup
x

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx
a(s)(t)

t
dt

∣∣∣∣. (17.2)

Îäíàêî, êàê è â îáû÷íîì íåðàâåíñòâå Áåððè-Ýññååíà, ñãëàæèâàíèå ñâîäèò çàäà÷ó îöå-
íèâàíèÿ ‖As‖ ê îöåíèâàíèþ a(s)(t) íà èíòåðâàëå |t| ≤ T ñ îøèáêîé ïîðÿäêà 1/T .

Èíòåãðàëû â (17.1)-(17.2) âñåãäà êîíå÷íû, íî ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷å-
íèÿ êàê ïðåäåëû èíòåãðàëîâ ïî ìíîæåñòâó ε < |t| < T ñ ε ↓ 0 è T ↑ ∞. Çäåñü ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé âàðèàíò îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ñòèëòüåñà: åñ-
ëè B � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà b, òî äëÿ
âñåõ x

1

π
lim

ε↓0, T↑∞

∫
ε<|t|<T

e−itx

−it
b(t) dt =

∫ ∞
−∞

(
1{y<x} − 1{y>x}

)
dB(y). (17.3)

Ïðè ýòîì, åñëè B íåïðåðûâíà ñïðàâà è B(−∞) = 0 (÷òî âñåãäà è ïðåäïîëàãàåòñÿ), òî
èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (17.3) ñâÿçàíû ñ L∞-íîðìîé ôóíêöèè B ñîîòíîøåíèÿìè

‖B‖ ≤ sup
x

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

(
1{y<x} − 1{y>x}

)
dB(y)

∣∣∣∣ ≤ 3 ‖B‖. (17.4)

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ýòè èíòåãðàëû ÷åðåç I(x) è ïîëîæèìM = supx |I(x)|. Óñòðåì-
ëÿÿ x→∞, ïðèõîäèì êM ≥ |B(∞)|. À òàê êàê 2B(x) = B(∞)+I(x) â êàæäîé òî÷êå x,
â êîòîðîé B íåïðåðûâíà, ìîìåíòàëüíî ïîëó÷àåì |B(x)| ≤M , òî åñòü, ëåâîå íåðàâåíñòâî
â (17.4). Êðîìå òîãî, |I(x)| ≤ 2 |B(x)|+ |B(∞)| ≤ 3 ‖B‖, ÷òî äàåò ïðàâîå íåðàâåíñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû.
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Ëåììà 17.2. Ïðè s ≥ 1 ôóíêöèÿ As èìååò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

as(t) = i−s t

(
a(t)

t

)(s)

= i−s
∫ 1

0

(
a(s)(t)− a(s)(ηt)

)
dηs, t 6= 0. (17.5)

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (êîòîðîå âåðíî è ïðè s = 0) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîäèôôåðåíöè-
ðîâàòü s ðàç ïî ïåðåìåííîé t ðàâåíñòâî a(t)

it = −
∫∞
−∞ e

itxA(x) dx è çàòåì ïðîèíòåãðèðî-
âàòü ïî ÷àñòÿì:(a(t)

it

)(s)
= −is

∫ ∞
−∞

eitxAs(x) dx =
is

it

∫ ∞
−∞

eitxdAs(x) =
is

it
as(t).

Îäíàêî ýòî ðàññóæäåíèå íå ñîâñåì ñòîãîå, òàê êàê As íå îáÿçàòåëüíî èíòåãðèðóåìà ïî
Ëåáåãó. Íî èíòåãðèðóåìà ôóíêöèÿ As−1, òàê ÷òî(a(t)

it

)(s−1)
= −is−1

∫ ∞
−∞

eitxAs−1(x) dx, t 6= 0. (17.6)

Òàê êàê dAs(x) = xsdA(x) + sAs−1(x) dx, èìååì åùå îäíî òîæäåñòâî∫ ∞
−∞

eitx dAs(x) =

∫ ∞
−∞

eitx xs dA(x) + s

∫ ∞
−∞

eitxAs−1(x) dx,

òî åñòü, ñ ó÷åòîì (17.6)

as(t) = i−s
[
a(s)(t)− s

(a(t)

t

)(s−1)]
.

Ïîýòîìó îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî a(s)(t)− s (a(t)
t )(s−1) = t (a(t)

t )(s) èëè � ÷òî òî æå

ñàìîå â òåðìèíàõ v(t) = a(t)
t � ðàâåíñòâî

(tv(t))(s) = t v(s)(t) + s v(s−1)(t),

êîòîðîå óæå î÷åâèäíî.
Âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (17.5) âûòåêàåò èç òîæäåñòâà(

a(t)

t

)(s)

=
1

t

∫ 1

0

(
a(s)(t)− a(s)(ηt)

)
dηs, t 6= 0, (17.7)

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîé s ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè a, òàêîé ÷òî
a(0) = 0. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, çäåñü ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a èìååò s+1 íåïðåðûâ-
íóþ ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà (17.7) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü s ðàç ðàâåíñòâî
a(t)
t =

∫ 1
0 a
′(ηt) dη è çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Ëåììà 17.2 äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 17.1. Ïðèìåíÿÿ (17.3)�(17.5) ê ôóíêöèè
As ∗H ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà as(t)h(t), ïîëó÷àåì

‖As ∗H‖ ≤
1

π
sup
x

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx h(t)

[ ∫ 1

0

a(s)(t)− a(s)(ηt)

t
dηs

]
dt

∣∣∣∣. (17.8)
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Ïðîâåðèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî ñëåäîâàëî
áû èç òîãî, ÷òî

δ0(ε, ε′) ≡
∫
ε′<|t|<ε

e−itx h(t)

[ ∫ 1

0

a(s)(ηt)

t
dηs

]
dt→ 0 (0 < ε′ < ε, ε→ 0)

è

δ1(T, T ′) ≡
∫
T<|t|<T ′

e−itx h(t)

[ ∫ 1

0

a(s)(ηt)

t
dηs

]
dt→ 0 (T < T ′, T →∞).

Äëÿ êàæäîãî η ∈ (0, 1) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ is ôóíêöèÿ t→ a(s)(ηt)h(t) ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà äëÿ ñâåðòêè Vη(x) = B(x/η) ∗ H(x), ãäå B(x) =∫ x
−∞ y

s dA(y). Ïîýòîìó, ââîäÿ ôóíêöèþ ψ(t) =
∫ t
0

sinu
u du è ïîëàãàÿ V = V1, èìååì

δ1(T, T ′) =

∫ 1

0

[ ∫
T<|t|<T ′

e−itx h(t)
a(s)(ηt)

t
dt

]
dηs

=

∫ 1

0

[ ∫ ∞
−∞

∫
T<|t|<T ′

eit(y−x)

t
dt dVη(y)

]
dηs

= 2i

∫ 1

0

∫ ∞
−∞

(
ψ(T ′(y − x))− ψ(T (y − x))

)
dVη(y) dηs

= 2i

∫ 1

0

∫ ∞
−∞

u(y, η) dV (y) dηs,

ãäå
u(y, η) = ψ(T ′(ηy − x))− ψ(T (ηy − x)).

Òàê êàê |ψ| ≤ C, ïðè÷åì ψ(t) → π
2 ïðè t → ∞ è ψ(t) → −π

2 ïðè t → −∞, ìîäóëü
ôóíêöèè u îãðàíè÷åí àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé 2C ðàâíîìåðíî ïî âñåì T ′ > T > 0, è
ïðè ýòîì u(y, η) → 0 ïðè T → ∞ äëÿ ëþáûõ y è η. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû
Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, δ1(T, T ′) → 0. Ñ àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè
òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî δ0(ε, ε′)→ 0 ïðè ε→ 0.

Íàêîíåö, ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âûðàæåíèå ïîä
çíàêîì ñóïðåìóìà â ïðàâîé ÷àñòè (17.8) íå ïðåâîñõîäèò∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞
e−itx h(t)

a(s)(t)

t
dt

∣∣∣∣+ sup
0<η<1

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx h(t)
a(s)(ηt)

t
dt

∣∣∣∣,
÷òî è ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó (17.1). Òåîðåìà 17.1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 17.3. Ïðè s = 0 òåîðåìà 17.1 îñòàåòñÿ â ñèëå, ïðè÷åì áåç óñëîâèÿ
A(∞) = 0, è ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (17.1) ìîæíî óòî÷íèòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ
(17.3) è çàòåì ëåâîå íåðàâåíñòâî â (17.4) ñ B = A ∗H è b = ah, ïîëó÷àåì

‖A ∗H‖ ≤ 1

π
sup
x

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx
a(t)

t
h(t) dt

∣∣∣∣. (17.9)

Åñëè A(∞) = 0, òî ìíîæèòåëü 1
π ìîæíî çàìåíèòü íà 1

2π . Â ýòîì ñëó÷àå B(∞) = 0, è
ïîýòîìó (17.3) âëå÷åò òîæäåñòâî

1

π
sup
x

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx

t
b(t) dt

∣∣∣∣ = 2 ‖B‖.
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Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå, âîçâðàùàÿñü ê �íåñãëàæåííîìó"âàðèàíòó (17.2). Òàê
êàê ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ is ïðîèçâîäíàÿ a(s) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-
Ñòèëòüåñà äëÿ ôóíêöèè B(x) =

∫ x
−∞ y

s dA(y), ìîäóëü èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (17.2)
ñîâïàäàåò, ñîãëàñíî òîæäåñòâó (17.3), ñ

π

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

(
1{y<x} − 1{y>x}

)
ys dA(y)

∣∣∣∣.
Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (17.4), èç (17.2) ïîëó÷àåì îöåíêó

sup
x
|xsA(x)| ≤ 6 sup

x

∣∣∣∣ ∫ x

−∞
ys dA(y)

∣∣∣∣,
â êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà óæå íå ôèãóðèðóåò. Â âèäó (17.4), ýòà îöåí-
êà ýêâèâàëåíòíà (17.2) ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíîãî ìíîæèòåëÿ.

18 Íåðàâíîìåðíûå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ëåììå 16.1 è ïðèìåíèì òåîðåìó 17.1 è íåðàâåíñòâî (17.9) ñ A = F−G
è ñî ñãëàæèâàþùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ H(Tx) (âìåñòî H). Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê
íåðàâíîìåðíîé îöåíêå, ò.å., îöåíêå äëÿ ðàññòîÿíèÿ

ρs(F,G) = sup
x

(1 + |x|s) |F (x)−G(x)|

â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

f(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dF (x), g(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dG(x) (t ∈ R).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F è ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
G èìåþò êîíå÷íûå àáñîëþòíûå ìîìåíòû öåëîãî ïîðÿäêà s ≥ 1, ïðè÷åì G(−∞) = 0,
G(∞) = 1.

Òåîðåìà 18.1. Åñëè G äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò supx (1+|x|s)|G′(x)| ≤ L,
òî äëÿ ëþáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè h è âñåõ T ≥ 1

cs ρs(F,G) ≤ sup
x∈R

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx
f(t)− g(t)

t
h(t/T ) dt

∣∣∣∣
+ sup

x∈R, κ≥1

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

e−itx
f (s)(t)− g(s)(t)

t
h(κt/T ) dt

∣∣∣∣+ L

T
(18.1)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé cs > 0, çàâèñÿùåé îò s è h.

Â ÷àñòíîñòè, ñ êàíîíè÷åñêèì ÿäðîì h(t) = (1 − |t|)+ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî κ ≥ 1 ïîä
ñóïðåìóìîì â (18.1), ïîëó÷àåì

cs ρs(F,G) ≤
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+

∫ T

−T

∣∣∣f (s)(t)− g(s)(t)

t

∣∣∣ dt+
L

T
. (18.2)
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Áåç èñïîëüçîâàíèÿ âòîðîãî òîæäåñòâà â ëåììå 17.2, ìû áû ïðèøëè ê ïîõîæåé îöåíêå

cs ρs(F,G) ≤
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+

∫ T

−T

∣∣∣ ds
dts

f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+
L

T
, (18.3)

êîòîðóþ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå Â. Â. Ïåòðîâà [3].
Íåðàâåíñòâà (18.2)�(18.3) èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü â ñèòóàöèè, êîãäà F è G èìåþò

êîíå÷íûå àáñîëþòíûå ìîìåíòû ïîðÿäêà s+ 1, ïðè÷åì∫ ∞
−∞

xp dF (x) =

∫ ∞
−∞

xp dG(x), p = 1, . . . , s.

Â ýòîì ñëó÷àå |f (s)(t) − g(s)(t)| = O(|t|) ïðè t → 0, òàê ÷òî èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè
ýòèõ íåðàâåíñòâ êîíå÷íû. Åñëè æå èìååòñÿ ðàâåíñòâî ìîìåíòîâ F è G òîëüêî ïîðÿäêîâ
≤ s− 1, òî ñëåäóåò ïðèáåãíóòü ê äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòàì, êîòîðûå, âïðî÷åì, òîæå
ìîãóò áûòü îñíîâàíû íà ñãëàæèâàþùåì íåðàâåíñòâå (18.1).

Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíûõ f è g ïîðÿäêà s èìååòñÿ ðàçëîæåíèå

f (s)(t)− g(s)(t) = u(t) + v(t), (18.4)

â êîòîðîì v ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ôóíêöèè îãðàíè÷åí-
íîé âàðèàöèè V , òàêîé ÷òî V (−∞) = 0, íî íåîáÿçÿòåëüíî V (∞) = 0. Åñëè èçâåñòíî,
÷òî íîðìà ‖V ‖ ìàëà (æåëàòåëüíî ïîðÿäêà 1/T ), è ïðè ýòîì u(t) = tw(t)O(1/T ) íà
èíòåðâàëå [−T, T ] äëÿ íåêîòîðîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè w, òî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì
ñëåäóþùåå ïðèëîæåíèå òåîðåìû 18.1.

Ñëåäñòâèå 18.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 18.1 è ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (18.4) èìååì

cs ρs(F,G) ≤
∫ T

−T

∣∣∣f(t)− g(t)

t

∣∣∣ dt+

∫ T

−T

∣∣∣u(t)

t

∣∣∣ dt+ ‖V ‖+
L

T
(18.5)

äëÿ âñåõ T ≥ 1 ñ ïîñòîÿííîé cs > 0, çàâèñÿùåé òîëüêî îò s.

Äëÿ âûâîäà ýòîãî íåðàâåíñòâà íà îñíîâå (18.1) íóæíî ëèøü îöåíèòü èíòåãðàëû

I =

∫ ∞
−∞

e−itx
v(t)

t
h(κt/T ) dt

ðàâíîìåðíî ïî âñåì x è κ ñ h(t) = (1 − |t|)+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîëîæèì Hq(x) = H(qx). Òîãäà, â ñèëó òîæäåñòâà (17.3), è
ïðèìåíÿÿ âåðõíþþ îöåíêó â (17.4), èìååì

|I| = π

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

(
1{y<x} − 1{y>x}

)
d (V ∗HT/κ)(y)

∣∣∣∣ ≤ 3π ‖V ∗HT/κ‖ ≤ 3π ‖V ‖

(ïîñêîëüêó ñâîðà÷èâàíèå ñ ëþáîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íå óâåëè÷èâàåò L∞-íîðìó
çàäàííîé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè). Â èòîãå ïîëó÷àåì (18.5).

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàçëîæåíèÿ (18.4), ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðò-
êó âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Fk (1 ≤ k ≤ n) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè fk,
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ó êîòîðûõ íóëåâûå ñðåäíèå, äèñïåðñèè σ2
k óäîâëåòâîðÿþò

∑n
k=1 σ

2
k = 1, ïðè÷åì êîíå÷íû

ìîìåíòû βs,k ïîðÿäêà s ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, F èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
f(t) = f1(t) · · · fn(t). Â êà÷åñòâå G ìîæíî âçÿòü ñòàíäàðòíóþ íîðìàëüíóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ Φ èëè, ÷òî ëó÷øå, � �ïîïðàâëåííóþ� íîðìàëüíóþ ôóíêöèþ èç ðàçëî-
æåíèÿ Ýäæâîðòà ïîðÿäêà s (êîòîðàÿ óæå íå îáÿçàíà áûòü ìîíîòîííîé). Òîãäà ìîæíî
ïîëîæèòü

v(t) =
n∑
k=1

f1(t) · · · fk−1(t) f
(s)
k (t) fk+1(t) · · · fn(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè V èìååò íîðìó

‖V ‖ ≤
n∑
k=1

sup
x

∣∣∣∣ ∫ x

−∞
ys dFk(y)

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

βs,k ≡ Ls,

ò.å., ýòà íîðìà îöåíèâàåòñÿ äðîáüþ Ëÿïóíîâà Ls ïîðÿäêà s. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
s = 3 âòîðàÿ êîìïîíåíòà u(t) = f (3)(t)−g(3)(t)−v(t) òîæå îöåíèâàåòñÿ òàêîé æå äðîáüþ,
ïðè÷åì ñ ìíîæèòåëåì O(|t| e−t2/6) íà èíòåðâàëå |t| ≤ T ñ T = 1/L3. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå (18.5) ïðèâîäèò ê õîðîøî èçâåñòíîé îöåíêå âèäà

ρ3(F,Φ) ≤ cL3 (18.6)

ñ àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé c. (Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïîâåäåíèè fk(t)
ïðè áîëüøèõ t ñïðàâåäëèâû è àíàëîãè÷íûå îöåíêè ρs(F,G) ≤ csLs äëÿ s ≥ 4).

Íà âîçìîæíîñòü òàêîãî ïîäõîäà ê íåðàâíîìåðíûì îöåíêàì â öåíòðàëüíîé ïðåäåëü-
íîé òåîðåìå, ñâÿçàííîãî ñ âû÷ëåíåíèåì â ðàçëîæåíèè (18.4) �ïëîõîé� êîìïîíåíòû v(t),
íåäàâíî îáðàòèë âíèìàíèå È. Ïèíåëèñ [43] (ñì. òàêæå [44]). Èì áûëî ïðåäëîæåíî íîâîå
äîêàçàòåëüñòâî (18.6) äëÿ ñâåðòî÷íûõ ñòåïåíåé (ò.å., ðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí) íà îñíîâå íåðàâåíñòâ ñãëàæèâàíèÿ òè-
ïà Áîìàíà-Ïðàâèöà-Âààëåðà

F (x) ≤ 1

2
+

1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx

−it
f(t)h(t/T ) dt (x ∈ R, T > 0),

F (x−) ≥ 1

2
+

1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx

−it
f(t)h(−t/T ) dt, (18.7)

ñïðàâåäëèâûõ â êëàññå âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöè-
ÿìè f . Â òàêèõ íåðàâåíñòâàõ ôóíêöèè h (ò.í. ñãëàæèâàþùèå ÿäðà), ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà çíàêîïåðåìåííûõ ìåð, äîëæíû èìåòü ñïåöèàëüíóþ
ñòðóêòóðó. Â ïðèëîæåíèÿõ îíè âûáèðàþòñÿ ñ íîñèòåëåì â èíòåðâàëå [−1, 1], òàê ÷òî
èíòåãðàëû â (18.7) áåðóòñÿ ïî èíòåðâàëó [−T, T ]; íàïðèìåð, ÿäðî Ïðàâèöà çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

h(t) = (1− |t|)πt cot(πt) + |t| − i(1− |t|)πt, |t| < 1

(ñì. [45]). Ñëåäóÿ Áîìàíó [46], Ïèíåëèñ îïèñàë øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé h, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ (18.7). Åñëè F èìååò êîíå÷íûé àáñîëþòíûé ìîìåíò ïîðÿäêà s, è ôóíêöèÿ h
èìååò s íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, òî, êàê ïîêàçàíî â [43], äëÿ âñåõ x ≥ 0

xs(1− F (x)) ≤ (−i)s

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
ds

dts
f(t)h(−t/T )− 1

it
dt,

xs(1− F (x−)) ≥ (−i)s

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
ds

dts
f(t)h(t/T )− 1

it
dt,
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÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã òåîðåìû 18.1. Äðóãèå èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ
òàêîãî ðîäà íåðàâåíñòâ, êàê (18.7), è ñâÿçàííûå ñ íèìè ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â àíàëèçå
Ôóðüå îáñóæäàëèñü Âààëåðîì [47].

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâ òèïà (18.7) ïîçâîëÿåò îáîéòè çàäà÷ó ñðàâ-
íåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó èñõîäíûìè è ñãëàæåííûìè âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿ-
ìè, è ïðè ýòîì ìîæåò ïðèâåñòè ê óòî÷íåíèþ ðÿäà ðåçóëüòàòîâ (íàïðèìåð, î âûáîðå
àáñîëþòíûõ ïîñòîÿííûõ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíåíèå (18.7) îãðàíè÷åíî êëàññîì
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé G, âûñòóïàþùèõ êàê àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ F , â îòëè÷èå îò áîëåå
îáùèõ íåðàâåíñòâ, òàêèõ êàê (18.1) è (18.5).

19 Íèæíèå îöåíêè äëÿ ðàññòîÿíèÿ Êîëìîãîðîâà

Â çàâåðøåíèå ïåðåéäåì ê ïðîòèâîïîëîæíîé çàäà÷å � îöåíèâàíèþ ðàññòîÿíèÿ Êîëìî-
ãîðîâà ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ñíèçó â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàê êàê â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ èíòåðåñóþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè çà-
äàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè, èìååò ñìûñë
ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé A îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è îöåíèâàòü
ñíèçó L∞-íîðìó ‖A‖ â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ñòèëòüåñà

a(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dA(x).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A(−∞) = A(∞) = 0.
Ïðèâåäåì ñíà÷àëà îäíó ïîïóëÿðíóþ îöåíêó (ñì. [13], [48], [3]).

Òåîðåìà 19.1. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖A‖ ≥ 1

2
√

2π

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

a(t) e−t
2/2dt

∣∣∣∣. (19.1)

Åñëè ïîâåäåíèå ôóíêöèè a(t) èçâåñòíî òîëüêî âáëèçè íóëÿ, áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì
ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (êîòîðîå, êàê íàì êàæåòñÿ, â ëèòåðàòóðå íå
óïîìèíàåòñÿ).

Òåîðåìà 19.2. Äëÿ ëþáîãî T > 0

‖A‖ ≥ 1

3T

∣∣∣∣ ∫ T

0
a(t)

(
1− t

T

)
dt

∣∣∣∣. (19.2)

Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê òàêîãî ðîäà îöåíêàì îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Ïëàí-
øåðåëÿ, òî åñòü, íà òîæäåñòâå∫ ∞

−∞
v(t)w(t) dt =

1

2π

∫ ∞
−∞
Pv(x)P̄w̄(x) dx, v, w ∈ L2(R), (19.3)

ãäå Pv = v̂ îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè v. Åñëè ôóíêöèÿ a(t)/t èíòå-
ãðèðóåìà, òî â ñèëó ôîðìóëû îáðàùåíèÿ,

A(x) = − 1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
a(t)

it
dt.
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Òî åñòü, ôóíêöèÿ A(−x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè v(t) =

− 1
2πi

u(t)
t . Åñëè òàêæå v ∈ L2, òî (19.3) ïðèíèìàåò âèä∫ ∞

−∞

a(t)

t
w(t) dt = −i

∫ ∞
−∞

A(−x)P̄w̄(x) dx = −i
∫ ∞
−∞

A(x)Pw(x) dx.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì îáùóþ îöåíêó∣∣∣ ∫ ∞
−∞

a(t)

t
w(t) dt

∣∣∣ ≤ ‖A‖ ∫ ∞
−∞
|Pw(x)| dx. (19.4)

Íàïðèìåð, ÷àñòíûé ñëó÷àé w(t) = te−t
2/2 ïðèâîäèò íàñ ê (19.1). Ïðè ýòîì äîïîë-

íèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ íà a(t) â ýòîì íåðàâåíñòâå ëåãêî ñíèìàþòñÿ, òàê æå êàê è â
íåðàâåíñòâå (19.2). ×òîáû âûâåñòè (19.2), ïðèìåíèì (19.4) ê w(t) = t

T (1− t
T )+ 1(0,∞)(t).

Ïóñòü ñíà÷àëà T = 1. Òîãäà äëÿ âñåõ x 6= 0

Pw(x) =

∫ 1

0
eitx t(1− t) dt =

−eix − 1

x2
+

2(eix − 1)

ix3
=

q(x)

x3
,

ãäå q(x) = −xeix − 2i eix − x+ 2i. Îòñþäà |q(x)| ≤ 2|x|+ 4 è |Pw(x)| ≤ 2|x|+4
|x|3 . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû,

|Pw(x)| ≤
∫ 1

0
t(1− t) dt =

1

6
,

è, ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∞
−∞
|Pw(x)| dx = 2

∫ 4

0
|Pw(x)| dx+ 2

∫ ∞
4
|Pw(x)| dx

≤ 4

3
+ 2

∫ ∞
4

2x+ 4

x3
dx =

17

6
< 3.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ wT (x) = w(t/T ), èìååì PwT (x) = T · (Pw)(Tx), òàê ÷òî∫ ∞
−∞
|PwT (x)| dx =

∫ ∞
−∞
|Pw(x)| dx < 3.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå w = wT â (19.4) äîêàçûâàåò (19.2).
Îòìåòèì åùå, ÷òî ïðèìåíÿÿ (19.4) ê äðóãîé ôóíêöèè w(t) = t

T (1 − |t|T )+, ìû áû
ïîëó÷èëè àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî

‖A‖ ≥ 1

3.5T

∣∣∣∣∣
∫ T

−T
a(t)

(
1− |t|

T

)
dt

∣∣∣∣∣ .
20 Îöåíêè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

Ïóñòü Fn(x) = P{Zn ≤ x} � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëèçîâàííîé ñóììû

Zn =
1√
n

(X1 + . . .+Xn)
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íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíX1, . . . , Xn, òàêèx ÷òîEX1 =
0, EX2

1 = 1. Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, Fn(x) ñõîäÿòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè
n ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−y

2/2 dy.

Íàñêîëüêî áëèçêî Fn ê Φ â çàäàííîé ìåòðèêå d çàâèñèò îò èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âûáîðêè, òî åñòü, îò ðàñïðåäåëåíèÿ X1. Òåì íå ìåíåå, äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòðèê, îòâå-
÷àþùèõ çà ñëàáóþ ñõîäèìîñòü, ðàññòîÿíèå d(Fn,Φ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ ïî
êðàéíåé ìåðå c√

n
ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

×òîáû óñòàíîâèòü ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ôóíêöèè

fn(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dFn(x) = f1

( t√
n

)n
, g(t) =

∫ ∞
−∞

eitx dΦ(x) = e−t
2/2

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè íåðàâåíñòâàìè ñãëàæèâàíèÿ. Åñëè 3-é àáñîëþò-
íûé ìîìåíò β3 = E |X1|3 êîíå÷åí, òî íåòðóäíî ðàçëîæèòü f1(t) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â
îêðåñòíîñòè íóëÿ (äî êóáè÷åñêîãî ÷ëåíà) è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷èòü îöåíêó âèäà

|fn(t)− g(t)| ≤ c
β3√
n
|t|3e−t2/4, |t| ≤

√
n

β3
(20.1)

ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé c > 0. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è
äëÿ ïåðâûõ 3 ïðîèçâîäíûõ; áîëåå òî÷íî, â òîì æå èíòåðâàëå

|f (s)
n (t)− g(s)(t)| ≤ c

β3√
n
|t|3−se−t2/4, s = 0, 1, 2, 3. (20.2)

1. Ðàññòîÿíèÿ Êîëìîãîðîâà, Ëåâè è â ìåòðèêå Lp.
Ïðèìåíåíèå (20.1) â òåîðåìå 2.1 ñ T =

√
n
β3

ïðèâîäèò ê êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Áåððè-
Ýññååíà äëÿ ðàññòîÿíèÿ Êîëìîãîðîâà.

Òåîðåìà 20.1. Ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé c > 0

ρ(Fn,Φ) ≤ c
β3√
n
. (20.3)

Çíà÷åíèå íàèëó÷øåé ïîñòîÿííîé c â ýòîì íåðàâåíñòâå íåèçâåñòíî, íî èçâåñòíî, ÷òî
0.4097 < c < 0.4690 (ñì. [49]). Òàêîå æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðàññòîÿíèÿ
Ëåâè, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå L(F,Φ) ≤ ρ(F,Φ) ≤ (1 + 1√

2π
)L(F,Φ).

Åñëè æå 3-é àáñîëþòíûé ìîìåíò β3 áåñêîíå÷åí, òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê íîðìàëü-
íîìó çàêîíó ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìåäëåííîé. Êàê ïîêàçàíî Â. Ê. Ìàöêÿâè÷þñîì
[48] ñ èñïîëüçîâàíèåì íèæíåé îöåíêè â òåîðåìå 19.1, äëÿ ëþáîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè εn → 0 (n→∞) ìîæíî ïîäîáðàòü îáùåå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí X1, X2, . . . ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, òàê ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî

ρ(Fn,Φ) ≥ εn
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ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî (20.3) ìîæåò áûòü óñèëåíî â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèÿ

Êîëìîãîðîâà ñ ïîëèíîìèàëüíûì âåñîì. Ïðèìåíÿÿ (20.2) c s = 2 è òåì æå ïàðàìåòðîì
T â íåðàâåíñòâå òèïà Áåððè-Ýññååíà (18.2), ïðèõîäèì ê îöåíêå Ë. Ä. Ìåøàëêèíà è Á.
À. Ðîãîçèíà [50]

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ c
β3

(1 + x2)
√
n
. (20.4)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò ìåñòî åùå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå Ñ. Â. Íà-
ãàåâûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê è äîïîëíèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé,
òàêèõ êàê óñå÷åíèå (ñì. [51-52], [2]).

Òåîðåìà 20.2. Ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé c > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ c
β3

(1 + |x|3)
√
n
. (20.5)

Ïîäõîä Íàãàåâà ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ, âêëþ÷àÿ
ðàáîòû [53-57], ãäå òàêæå èçó÷àëèñü ïóòè óòî÷íåíèÿ ïîñòîÿííîé c â (20.5). Êàê óæå
îòìå÷àëîñü âûøå ïðè îáñóæäåíèè àëüòåðíàòèâíîãî ïîäõîäà Ïèíåëèñà [43-44], ýòî íåðà-
âåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü è ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 18.2 ñ ôóíêöèåé

v(t) =
1√
n
f1(t/

√
n)n−1 f ′′′1 (t/

√
n),

âûñòóïàþùåé â êà÷åñòâå îñîáîé (�ïëîõîé�) êîìïîíåíòû â ðàçëîæåíèè (18.4) äëÿ 3-é
ïðîèçâîäíîé f ′′′n (t).

Îòìåòèì åùå, ÷òî èç (20.4)-(20.5) ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ âåðõíèå îöåíêè è äëÿ ðàññòîÿ-
íèÿ â ìåòðèêå Lp:

‖Fn − Φ‖p ≤ c
β3√
n
, p ≥ 1.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 1 ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó Ýññååíà äëÿ ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ,
êîòîðîå ìîæåò âûâåäåíî è íà îñíîâå òåîðåìû 8.1 (èëè ñëåäñòâèÿ 8.2).

2. Ðàññòîÿíèå Ëåâè-Ïðîõîðîâà.
Íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà (20.5) íåäîñòàòî÷íà, ÷òîáû íà åå îñíîâå èçó÷àòü ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè â äðóãèõ ìåòðèêàõ, ïîýòîìó íóæíû äðóãèå íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ. Ïðè-
ìåíÿÿ (20.2) c s = 1 â òåîðåìå 6.1 ñ ïàðàìåòðîì T =

√
n
β3
, ïðèõîäèì ê òåîðåìå Â. Â.

Þðèíñêîãî [16], óñèëèâàþùåé òåîðåìó 20.1.

Òåîðåìà 20.3. Ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé c > 0

π(Fn,Φ) ≤ c
β3√
n
.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñóìì îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ â Rk ñ ïîñòîÿííîé c, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè k.

3. Ðàññòîÿíèÿ Çîëîòàðåâà.
Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïèñàòü ζs(X,Y ) âìåñòî ζs(F,G), êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X

è Y èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ F è G ñîîîòâåòñòâåííî (s = 1, 2, . . .) Îòìåòèì äâà ïðîñòûõ,
íî âàæíûõ ñâîéñòâà ýòèõ èäåàëüíûõ ìåòðèê:
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1) ζs(λX, λY ) = λsζs(X,Y ) äëÿ âñåõ λ ≥ 0 (îäíîðîäíîñòü ïîðÿäêà s);
2) ζs(X +X ′, Y + Y ′) ≤ ζs(X,Y ) + ζs(X

′, Y ′), åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X,X ′ íåçà-
âèñèìû, è òàêæå Y, Y ′ íåçàâèñèìû (ïîëóàääèòèâíîñòü).

Â óñëîâèÿõ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ñ êîíå÷íûì 3-ì ìîìåíòîì ñðàçó ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó Â. Ì. Çîëîòàðåâà.

Òåîðåìà 20.4. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ζ3(Fn,Φ) ≤ 1√
n
ζ3(F1,Φ).

Âåñüìà èíòåðåñíî, ÷òî èñêîìóþ ñêîðîñòü ïîðÿäêà 1√
n
îáåñïå÷èëè âûøåóïîìÿíóòûå

ñâîéñòâà 1)-2) ìåòðèêè ζ3. Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ζs(Fn,Φ) ≤ 1

n(s−2)/2
ζs(F1,Φ),

êîòîðîå, ïðàâäà, ïðè s ≥ 4 èìååò ñìûñë ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ E |X1|s <
∞, EXp

1 = EZp (p = 3, . . . , s−1), ãäå Z � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè β4 = EX4

1 < ∞ è EX3
1 = 0 (íàïðèìåð, êîãäà

èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå F1 ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò), òî

ζ4(Fn,Φ) = O

(
1

n

)
.

Îäíàêî òàêîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óñèëåíî â òåðìèíàõ ìåòðèêè ζ2.
Ïðè êîíå÷íîñòè 4-ãî ìîìåíòà ìîæíî ðàçëîæèòü f1(t) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
íóëÿ ïî ñòåïåíÿì t ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì âèäà β4t

4 è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷èòü óòî÷íåíèå
îöåíêè (20.2), èìåííî

|f (s)
n (t)− g̃(s)(t)| ≤ c

β4

n
|t|4−se−t2/4, |t| ≤

√
n

β3
(s = 0, 1, 2, 3, 4). (20.6)

Çäåñü

g̃(t) = e−t
2/2
(

1 + EX3
1

(it)3

3!

1√
n

)
� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà �ïîïðàâëåííîãî"ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñò-
íîñòè, g̃(t) = g(t), åñëè EX3

1 = 0.
Ïðèìåíÿÿ (20.6) c s = 1 â òåîðåìå 9.1, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî,

êîòîðîå, ïî-âèäèìîìó, íå óïîìèíàåòñÿ â ëèòåðàòóðå.

Òåîðåìà 20.5. Åñëè EX3
1 = 0, β4 = EX4

1 <∞, òî ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòî-

ÿííîé c > 0

ζ2(Fn,Φ) ≤ c
β4

n
.

Ïîñêîëüêó ζ2
1 ≤ c′ζ2, äàííàÿ îöåíêà ñîãëàñóåòñÿ ñ îöåíêîé ζ1(Fn,Φ) ≤ c β3√

n
äëÿ

ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ (àñèìïòîòè÷åñêè ïî n).

52



4. Ðàññòîÿíèÿ Êàíòîðîâè÷à.
Äëÿ òðàíñïîðòíûõ ìåòðèê Êàíòîðîâè÷à íàèëó÷øèì èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì â çà-

äà÷å î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå Ý. Ðèî [35] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (10.3). Ìû åãî ïðè-
âîäèì äëÿ ñëó÷àÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ, êàê è â ïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ
(ñì. òàêæå [58]).

Òåîðåìà 20.6. Åñëè βp+2 = E |X1|p+2 <∞, 1 ≤ p ≤ 2, òî

Wp(Fn,Φ) ≤ cp
β

1/p
p+2√
n
, (20.7)

ãäå cp > 0 � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò p.

Ïðè p = 1 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê èçâåñòíîé îöåíêå äëÿ ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ, à ïðè
p = 2 ïðèõîäèì ê îöåíêå äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ Êàíòîðîâè÷à:

W2(Fn,Φ) ≤ c

√
β4√
n
. (20.8)

Èíòåðåñíî, ÷òî êîíå÷íîñòü 4-é ìîìåíòà ñóùåñòâåííà äëÿ äîñòèæåíèÿ ñòàíäàðòíîé ñêî-
ðîñòè 1√

n
â ìåòðèêå W2. Äðóãîé (ò.í. ýíòðîïèéíûé) ïîäõîä ê (20.8) ïðåäëîæåí â [59].

Íåðàâåíñòâî (20.8) ìîæíî òàêæå âûâåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè (20.2), åñëè ïðèìå-

íèòü íåðàâåíñòâî ñãëàæèâàíèÿ òåîðåìû 11.1 ñ gα = g̃ è T =
√
n
β3
. ×òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèé

p > 2, (20.7) òîæå ñîõðàíÿåò ñèëó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé Ýäæâîðòà òàêîå íåðà-
âåíñòâî íåäàâíî äîêàçàíî â ðàáîòå àâòîðà [60].

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå îöåíêè ñîõðàíÿþò ñèëó äëÿ ñóìì íåîäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäèôèêàöèé â òåðìèíàõ äðî-
áåé Ëÿïóíîâà. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ è äëÿ �ñèëüíûõ"ìåòðèê,
òàêèõ êàê ðàññòîÿíèå ïî âàðèàöèè, ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà è äðóãèõ. Îäíàêî
òîëüêî ìîìåíòíûõ óñëîâèé íå äîñòàòî÷íî äëÿ ñõîäèìîñòè Fn ê Φ ñ êàêîé-ëèáî ñêîðî-
ñòüþ â ñèëüíûõ ìåòðèêàõ (ñì. [61]).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Èðèíå Øåâöîâîé è Àíäðåþ Çàéöåâó çà öåííûå çà-
ìå÷àíèÿ è ñòèìóëèðóþùèå îáñóæäåíèÿ.
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